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КИНЕМАТИКА
Введение
Раздел физики, изучающий различные виды механического движения, причины их возникновения, условия относительного покоя, называется механикой. Механика включает в себя такие подразделы, как: кинематика, динамика, статика, законы сохранения и др. В кинематике для описания механического движения используется определенный математический аппарат, при этом причины возникновения движения тел не рассматриваются. В динамике, наоборот, при описании механического движения, прежде всего, рассматриваются причины возникновения движения. Статика изучает условия равновесия тел, на которые действуют другие тела. Механическое движение — изменение положения тела относительно некоторого другого тела с течением времени. Для описания движения используют систему отсчета, которая включает в себя тело отсчета, систему координат и устройство для определения времени, т.е. часы. Изучать движение начинают с движения материальной точки. Материальная точка — реальное тело, размерами которого можно пренебречь в данных условиях.
§1.1. Векторный способ описания движения

Положение движущейся материальной точки определяется уравнением:
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где 
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 радиус вектор движущейся точки (см. рис.1.1).

Вектор перемещения соединяет начальное и конечное положение движущейся точки, и направлен от начального положения к конечному положению:
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Для характеристики быстроты движения вводится понятие средней и мгновенной скорости. Средняя скорость – отношение перемещения точки ко времени:
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Так как 
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, то вектор средней скорости всегда направлен по перемещению, т.е. 
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. Можно также ввести понятие средней путевой скорости движения. Средней путевой скоростью движения точки называется отношение пройденного пути к интервалу времени 
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 движения точки. Так как пройденный путь величина скалярная, то и средняя путевая скорость является скалярной величиной.

Предельное значение, к которому стремится вектор средней скорости при стремлении интервала времени 
[image: image8.wmf]t
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 к нулю, называется мгновенной скоростью. Обозначение мгновенной скорости:
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Такие пределы в математике получили название производной, т.е. мгновенная скорость - это производная от перемещения по времени. Мгновенная скорость характеризует скорость тела в данной точке в данный момент времени. Мгновенная скорость всегда направлена по касательной к траектории движения.

Для характеристики быстроты изменения скорости вводят понятие ускорения движения. Средним ускорением называется отношение вектора изменения скорости к интервалу времени, в течение которого это изменение произошло, т.е.:
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Так как 
[image: image11.wmf]0
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, то вектор среднего ускорения всегда направлен по вектору изменения мгновенной скорости, т.е. 
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 (см. рис. 1.2). Предельное значение, к которому стремится вектор среднего ускорения при условии, что интервал времени 
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 стремится к нулю, называется мгновенным ускорением. 
Мгновенное ускорение — это производная от вектора скорости по времени. Мгновенное ускорение показывает, как быстро изменяется вектор скорости движущейся точки. Обозначение мгновенного ускорения:
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Вывод уравнения движения точки с постоянным ускорением
Движение с постоянным ускорением–это такое движение, при котором вектор ускорения остается постоянным как по величине, так и по направлению. Примером такого типа движения может служить движения точки в поле силы тяжести (как вертикально, так и под углом к горизонту).

Используя определение ускорения получим следующее соотношение
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После интегрирования имеем равенство 
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С учетом того, что вектор мгновенной скорости есть 
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, будем иметь следующее выражение
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Интегрирование последнего выражение дает следующее соотношение
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. Откуда имеем получаем уравнение движения точки с постоянным ускорением
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Примеры векторных уравнений движения материальной точки

Равномерное прямолинейное движение (
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Движение с постоянным ускорением (
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Зависимость скорости от времени при движении точки с постоянным ускорением имеет вид:
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Вопросы для самоконтроля.

1. Сформулируйте определение механического движения.
2.  Дайте определение материальной точки.
3. Каким образом определяется положение материальной точки в пространстве в векторном способе описания движения?

4. В чем сущность векторного метода описания механического движения? Какие характеристики используются для описания этого движения?

5. Дайте определения векторов средней и мгновенной скорости. Как определяется направление этих векторов?
6. Дайте определение векторов среднего и мгновенного ускорений.

7. Какое из соотношений является уравнением движения точки с постоянным ускорением? Какое соотношение определяет зависимость вектора скорости от времени?
§1.2. Координатный способ описания движения

В координатном способе для описания движения выбирают систему координат (например, декартову). Начало отсчета жестко закрепляют с выбранным телом (телом отсчета). Пусть 
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 единичные орты, направленные в положительные стороны осей OX, OY и OZ соответственно. Положение точки задается координатами 
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Вектор мгновенной скорости определяется следующим образом:
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где 
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проекции вектора скорости на оси координат, а [image: image31.wmf],,
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 производные от координат по времени.

Длина вектора скорости связана с его проекциями соотношением:
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Для вектора мгновенного ускорения справедливо соотношение:
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где 
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проекции вектора ускорения на оси координат, а 
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 производные по времени от проекций вектора скорости.

Длина вектора мгновенного ускорения находится по формуле:
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Примеры уравнений движения точки в декартовой системе координат

1. Равномерное прямолинейное движение (
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2. Движение с постоянным ускорением (
[image: image39.wmf]=
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Уравнения движения:
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Зависимости проекций вектора скорости на оси координат от времени:
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Вопросы для самоконтроля.

1. В чем сущность координатного способа описания движения?
2. Каким соотношением определяется вектор мгновенной скорости? По какой формуле вычисляется величина вектора скорости?
3. Каким соотношением определяется вектор мгновенного ускорения? По какой формуле вычисляется величина вектора мгновенного ускорения?
4. Какие соотношения называют уравнениями равномерного движения точки? 

5. Какие соотношения называют уравнениями движения с постоянным ускорением? По каким формулам рассчитывают проекции мгновенной скорости точки на оси координат?
§1.3. «Естественный» способ описания движения
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Этот способ описания движения применяют в том случае, когда траектория движения точки заранее известна. Положение точки на траектории задают дуговой координатой 
[image: image42.wmf]x

(кси)
. На траектории стрелкой указывают положительное направление дуговой координаты.
Уравнением движения является зависимость координаты 
[image: image43.wmf]x

 от времени, т.е.:
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Скорость точки. Введем единичный вектор 
[image: image45.wmf]r
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, связанный с движущейся точкой 
[image: image46.wmf]A

 и направленный по касательной к траектории в сторону возрастания дуговой координаты 
[image: image47.wmf]x

 (см. рис. 1.3). Вектор 
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 при движении точки изменяет свое направление, и, следовательно, не является постоянным вектором. Вектор мгновенной скорости 
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 связан с ортом 
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 соотношением:
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где 
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 проекция вектора скорости на направление вектора 
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 и равна производной от дуговой координаты по времени, т.е.:
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Ускорение точки. Вектор полного ускорения точки находят дифференцированием равенства (1.17) по времени, в результате чего получают равенство:


[image: image55.wmf]n

V

dt

dV

a

r

r

r

×

+

×

=

r

t

t

2

,




(1.20)

где 
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 производная от проекции вектора скорости на направление вектора 
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 по времени, 
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 единичный вектор нормали, а 
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 радиус кривизны траектории в точке 
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. Первое слагаемое в правой части (1.20) это составляющая вектора полного ускорения на направление вектора 
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, называемая тангенциальным ускорением, т.е.:
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где 
[image: image63.wmf]-

=

dt

dV

a

t

t

проекция тангенциального ускорения на направление вектора 
[image: image64.wmf]r
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. Тангенциальное ускорение показывает, как быстро меняется величина вектора скорости со временем. 
Второе слагаемое в правой части равенства (1.20) представляет собой составляющую вектора полного ускорения, направленную на направление вектора нормали 
[image: image65.wmf]r
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, и называется нормальным ускорением. Нормальное ускорение характеризует быстроту изменения направления вектора скорости. Величина нормального ускорения находится по формуле:


[image: image66.wmf]2

=

n

V

a

r

.




(1.22)

Модуль вектора полного ускорения находится по формуле:
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Движение с постоянным по величине тангенциальным ускорением описывается уравнением:
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Зависимость проекции скорости от времени: 
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где 
[image: image70.wmf]0
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 величина дуговой координаты в начальный момент времени, 
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 проекция вектора скорости на направление вектора 
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 тангенциальное ускорение. 
Правило знаков. Величина 
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 положительная, если точка движется в направлении вектора 
[image: image75.wmf]t
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(или в направлении возрастания дуговой координаты 
[image: image76.wmf]x

), в противном случае, величина 
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 отрицательная. Знаки 
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 совпадают при ускоренном движении, при замедленном движении – знаки противоположны.
Вопросы для самоконтроля.

1. В чем сущность «естественного» способа описания движения?
2.  Каким соотношением определяется вектор мгновенной скорости? Как определяется знак проекции скорости 
[image: image80.wmf]t

V

 на направление вектора 
[image: image81.wmf]t

r

?
3. В чем физический смысл тангенциального ускорения? Как по отношению к вектору скорости направлен вектор тангенциального ускорения при ускоренном и замедленном движениях?
4. В чем физический смысл нормального ускорения? Как по отношению к вектору скорости направлен вектор нормального ускорения?

5. Каким соотношением связана величина полного ускорения с величинами нормального и тангенциального ускорений?

6. Какое соотношение является уравнением движения в «естественном» способе описания движения?
7. Каким соотношением устанавливается зависимость от времени проекции вектора скорости на направление вектора 
[image: image82.wmf]t

r

?
§1.4. Кинематика твердого тела. Поступательное движение.
К поступательному типу движения относят движения тел, при которых любая прямая, связанная с телом, остается параллельной самой себе в процессе всего движения. Примерами такого движения служат движение поезда по прямому участку пути, движение кабины колеса обозрения и др. При поступательном движении все точки тела имеют одинаковые траектории, поэтому в любой момент времени перемещения, скорости и ускорения точек одинаковы. Это позволяет свести изучение поступательного движения тела к изучению движения какой-либо его точки, применив для этого либо векторный, либо координатный способы описания движения.

§1.5. Вращение тела вокруг неподвижной оси
[image: image332.wmf]r
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При вращении твердого тела вокруг закрепленной оси, траектории движения всех точек тела представляют собой окружности с центрами, лежащими на оси вращения. Это позволяет описать движение какой либо одной точки тела, поскольку движение остальных точек является подобным. Для описания вращательного движения точки используют полярную систему координат, в которой положение точки задается координатами: углом
[image: image83.wmf]j

 между радиус–вектором 
[image: image84.wmf]r

r

, проведенным из начала отсчета (точка 
[image: image85.wmf]1

O

) и полярной осью 
[image: image86.wmf]P

O

1

 и радиус–вектором 
[image: image87.wmf]r

r

 (см. рис. 1.4). Начало отсчета 
[image: image88.wmf]1

O

 совмещают с центром вращения точки, при таком выборе точки 
[image: image89.wmf]1

O

 будет меняться только угол поворота. Используют при этом псевдо вектор угла 
[image: image90.wmf]j

r

, который по величине равен углу 
[image: image91.wmf]j

, измеренному в радианах. Направление вектора 
[image: image92.wmf]j

r

 определяется по правилу буравчика. Вращаем буравчик от полярной оси 
[image: image93.wmf]P

O

1

 в направлении радиус–вектора 
[image: image94.wmf]r

r

, при этом поступательное движение буравчика указывает на направление вектора 
[image: image95.wmf]j

r

.
Пусть за бесконечно малый промежуток времени 
[image: image96.wmf]dt

, твердое тело повернулось вокруг оси 
[image: image97.wmf]O
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 на угол 
[image: image98.wmf]j
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 (см. рис. 1.4). Вектор радиуса вращения обозначим 
[image: image99.wmf]r
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, радиус–вектор точки 
[image: image100.wmf]A

 –– 
[image: image101.wmf]r

r

, а перемещение некоторой точки 
[image: image102.wmf]A

 твердого тела – 
[image: image103.wmf]r
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.

Вектором угла поворота 
[image: image104.wmf]j

r

d

 называется вектор, направленный по оси вращения, а его величина равна углу поворота 
[image: image105.wmf]j
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, измеренному в радианах. Направление вектора 
[image: image106.wmf]j
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 определяют по правилу буравчика. Вращая буравчик по направлению вращения точки, при этом направление его поступательного движение укажет направление вектора угла поворота 
[image: image107.wmf]j
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.

Из рисунка 1.4 видно, что величина бесконечно малого перемещения 
[image: image108.wmf]r
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 и угол поворота 
[image: image109.wmf]j
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 связаны соотношением
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Справедливо так е и векторное равенство:
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Для характеристики быстроты изменения угла поворота вводят понятие вектора угловой скорости. Угловая скорость есть производная от угла поворота по времени:
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Вектор угловой скорости направлен по оси вращения, его направление совпадает с направлением вектора бесконечно малого поворота 
[image: image113.wmf]j

r

d

.

Вектор углового ускорения характеризует быстроту изменения вектора угловой скорости, и находится как производная от вектора угловой скорости по времени:


[image: image114.wmf]dt

d

w

e

r

r

=

.





 (1.29)

Направление вектора 
[image: image115.wmf]e

r

 совпадает с направлением вектора бесконечно малого изменения угловой скорости 
[image: image116.wmf]w

r

d

. При ускоренном характере вращения тела направление вектора углового ускорения совпадает с направлением векторов бесконечно малого угла поворота и угловой скорости, при замедленном характере вращения вектор углового ускорения направлен против вектора угловой скорости. 

Уравнением вращения тела вокруг неподвижной оси является зависимость вектора угла поворота от времени:


[image: image117.wmf](
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При решении задач используется проекция этого равенства на ось вращения (ось OZ). Ось OZ направляют по вектору угла поворота. 

Примеры уравнений вращения тела вокруг неподвижной оси

1. Равномерное вращение тела (
[image: image118.wmf]const
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где 
[image: image120.wmf]-

0

j

 величина угла поворота в начальный момент времени, 
[image: image121.wmf]-

w

величина вектора угловой скорости.

2. Вращение с постоянным угловым ускорением (
[image: image122.wmf]const
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):
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где 
[image: image124.wmf]-

z

e

 проекция вектора углового ускорения на ось OZ.
Зависимость угловой скорости от времени:
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Вопросы для самоконтроля.

1. Какая система координат используется для описания движения точки по окружности? Какими координатами задается положение вращающейся точки на плоскости?

2. Сформулируйте определение псевдовектора угла поворота. Как определяется величина и направление этого вектора?
3. Дайте определение вектора угловой скорости. Как определяется направление данного вектора?
4. Дайте определение вектора углового ускорения. Как связаны между собой направления векторов угловой скорости и углового ускорения при ускоренном и замедленном движениях?

5. Какова зависимость угла 
[image: image126.wmf]z

j

 от времени при равномерном движении точки по окружности?

6. Какими соотношениями описывается движение точки с постоянным угловым ускорением по окружности?

§1.6. Связь между линейными и угловыми величинами

Модуль вектора перемещения 
[image: image127.wmf]r

r

D

 и изменение угла поворота 
[image: image128.wmf]j

D

связаны соотношением:
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где 
[image: image130.wmf]-
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 радиус–вектор точки 
[image: image131.wmf]А

, 
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 ее радиус вращения (см. рис. 1.4).

Вектор линейной скорости 
[image: image133.wmf]V
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 и вектор угловой скорости 
[image: image134.wmf]w
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 связаны векторным равенством:
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В скалярном виде справедливо равенство:
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Для вектора полного ускорения 
[image: image137.wmf]a

r

 справедливы соотношения (1.20)–(1.23), и, кроме того, имеем следующее векторное равенство:
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где 
[image: image139.wmf]-
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 вектор тангенциального ускорения, 
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 вектор нормального ускорения.

Проекции вектора 
[image: image141.wmf]a
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 на орты 
[image: image142.wmf]t
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 и 
[image: image143.wmf]n
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 (см. рис. 1.3) равны:
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Модуль полного ускорения равен:
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Вопросы для самоконтроля.

1. Каким соотношением связаны между собой линейная и угловая скорость точки?

2. Каким соотношением связаны между собой угловое ускорение точки с ее тангенциальным ускорением?

3. Каким соотношением связаны между собой угловая скорость точки с ее нормальным ускорением?

[image: image333.wmf]0
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§1.7. Плоское движение твердого тела

Плоское движение – такое движение, при котором траектории всех точек тела лежат в параллельных плоскостях неподвижных в некоторой системе отсчета.

Примером плоского движения служит качение цилиндра по плоскости. Такое движение твердого тела можно представить как результат сложения двух движений, поступательного и вращательного.
Выберем две системы отсчета 
[image: image147.wmf]K

 и 
[image: image148.wmf]K

¢

 (см. рис. 1.5). Пусть система 
[image: image149.wmf]K
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, связанная жестко с точкой 
[image: image150.wmf]O
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 твердого тела движется поступательно относительно системы 
[image: image151.wmf]K

 (см. рис 1.5).

[image: image334.wmf]>
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При плоском движении тела его положение в процессе движения определяется положением такого сечения тела 
[image: image152.wmf]Ф

, которое лежит в плоскости траектории 
[image: image153.wmf]Р

 некоторой точки 
[image: image154.wmf]A

.

Положение сечения 
[image: image155.wmf]Ф

 в системе отсчета 
[image: image156.wmf]K

 определяется радиус–вектором 
[image: image157.wmf]0
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 произвольной ее точки 
[image: image158.wmf]O
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 и углом 
[image: image159.wmf]j

 между осью 
[image: image160.wmf]OX
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 и вектором 
[image: image161.wmf]r
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 точки 
[image: image162.wmf]А

.
Заметим, что для абсолютно твердого тела модуль вектора 
[image: image163.wmf]r
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 не зависит от времени (вектор 
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 может только вращаться). Поэтому движение рассматриваемого сечения 
[image: image165.wmf]Ф

 в системе 
[image: image166.wmf]K

 описывается уравнениями:
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Для точки 
[image: image168.wmf]A

 рассматриваемого сечения векторы 
[image: image169.wmf]r
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 и 
[image: image170.wmf]r
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 в системах отсчета 
[image: image171.wmf]K

 и 
[image: image172.wmf]K
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 связаны соотношением:
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Для бесконечно малых перемещений имеем равенство:
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где 
[image: image175.wmf]dr

-

r

 перемещение точки 
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 в системе 
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 перемещение точки 
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 в системе 
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 перемещение начала отсчета (точка 
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) системы 
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 относительно 
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.

Скорость точки 
[image: image185.wmf]А

 в системе отсчета 
[image: image186.wmf]K

 и угловая скорость ее в системе 
[image: image187.wmf]K
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 связаны соотношением:
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Из (1.42) видно, что скорость любой точки рассматриваемого сечения складывается из скорости поступательного движения 
[image: image189.wmf]0
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 произвольной точки [image: image190.wmf]O
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 этого сечения и линейной скорости 
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, обусловленной вращением вектора 
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 вокруг точки [image: image193.wmf]O
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Очевидно, что векторы 
[image: image194.wmf]V
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 и 
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 лежат в плоскости сечения 
[image: image196.wmf]Ф

. Следовательно, можно найти такую точку 
[image: image197.wmf]М

 (не обязательно принадлежащую данному телу), линейная скорость которой в системе 
[image: image198.wmf]K

 равна нулю. Это достигается тогда, когда 
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 (см. рис. 1.6).

Ось, перпендикулярная сечению 
[image: image200.wmf]Ф

 и проходящая через точку 
[image: image201.wmf]М

, называют мгновенной осью вращения. В этом случае плоское движение тела сводится к чисто вращательному движению вокруг мгновенной оси. 

§1.8. Скорости и ускорения в различных системах отсчета

[image: image335.wmf]O

Обычно на практике механическое движение какого-то тела могут изучать несколько наблюдателей, находящихся в различных системах отсчета. В связи с этим возникает необходимость в сравнении результатов, полученных в различных системах отсчета. И, кроме того, от выбора системы отсчета зависит объем вычислений при решении практических задач.

Заметим, что ниже приведенные соотношения справедливы для скоростей движения значительно меньших скорости света в вакууме (
[image: image202.wmf]8
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Постановка задачи. Имеются две произвольные системы отсчета 
[image: image203.wmf]K

 и 
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, движущиеся относительно друг друга. Известны скорость 
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 и ускорение 
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 точки 
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 системе. Каковы значения величин 
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Рассмотрим три наиболее важных случая движения одной системы отсчета относительно другой.
1. 
[image: image212.wmf]K
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система движется поступательно по отношению 
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 системе. 
Пусть положение движущейся точки 
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 в 
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 системе определяется радиус–вектором 
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r

, а в 
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 системе –– радиус–вектором 
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 (см. рис. 1.7). 
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Очевидно что, векторы 
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Для бесконечно малых перемещений 
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 соответственно в 
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Скорости точки 
[image: image233.wmf]A
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где 
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Для ускорений имеем равенство:
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где 
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 ускорение точки 
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 в 
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 системы относительно 
[image: image249.wmf]K
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 системы.

Из соотношений (1.44)––(1.46) следует, что перемещение, скорость и ускорение точки 
[image: image250.wmf]A

, в общем, зависят от выбора системы отсчета, т.е. не являются инвариантными величинами для различных систем отсчета. 

Однако, в том случае, когда 
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 система движется поступательно с постоянной скоростью (
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В этом случае ускорение точки 
[image: image255.wmf]A

 постоянно в 
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 и 
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 системах. Полученный вывод очень важен, поскольку позволяет установить критерий, согласно которому модно выбирать такие системы отсчета, в которых величины ускорений движущейся точки не зависят от системы отсчета. Этому критерию удовлетворяют, как мы позднее убедимся, инерциальные системы
 отсчета.
2. [image: image336.wmf]0
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система вращается с постоянной угловой скоростью 
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 вокруг оси, неподвижной в 
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 системе.
 Совместим 
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 системы, начало отсчета возьмем на оси вращения. В этом случае, в начальный момент времени радиус–вектор точки 
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 можно выбрать одинаковым в 
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 системах, тогда перемещение этой точки в 
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 системы относительно 
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 (см. рис. 1.8). При этом угол поворота 
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 системы за время 
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 равен 
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Перемещение точки 
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 в 
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 системе равно:
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Соотношение для скоростей 
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Ускорения 
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 системах связаны соотношением:
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Второе слагаемое в равенстве (1.50) называют кориолисовым ускорением, а третье слагаемое –– осестремительным ускорением:
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Пусть 
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 вектор, проведенный в точку 
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 перпендикулярно оси вращения, тогда равенство (1.50) примет вид:
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Для определения направления вектора 
[image: image298.wmf]кор
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, используют равенство (1.51) и правило буравчика, осестремительное ускорение направлено против вектора 
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 системы.

3. 
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система вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image302.wmf]w

 вокруг оси, перемещающейся поступательно со скоростью 
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 относительно 
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Пусть 
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 скорость поступательного движения точки 
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 вектор угловой скорости вращения 
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системы. Этот случай объединяет два предыдущих.

Для векторов скорости 
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системах справедлива формула:
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где все обозначения описаны ранее в пункте 2.

Ускорения точки 
[image: image315.wmf]A

 в 
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системах (
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) удовлетворяют следующему соотношению:
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Следует заметить, что все обозначения величин, входящих в соотношения (1.53)–(1.54), описаны ранее в пункте 2.

Вопросы для самоконтроля.

1. Какими соотношениями связаны между собой перемещения, линейная скорость и ускорение движущейся точки, если 
[image: image321.wmf]K
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система движется поступательно по отношению 
[image: image322.wmf]K

-

 системе?
2. Какими соотношениями связаны между собой перемещения, линейная скорость и ускорение движущейся точки, если 
[image: image323.wmf]K
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система вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image324.wmf]w

 вокруг оси, неподвижной в 
[image: image325.wmf]K
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 системе?
3. Какими соотношениями связаны между собой перемещения, линейная скорость и ускорение движущейся точки, если 
[image: image326.wmf]K
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система вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image327.wmf]w

 вокруг оси, перемещающейся поступательно со скоростью 
[image: image328.wmf]0
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 относительно 
[image: image329.wmf]K
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системы?
4. По какой формуле находится величина осестремительного ускорения? Куда направлен вектор осестремительного ускорения?

5. По какой формуле находится величина ускорения Кориолиса? По какому правилу определяется направление вектора ускорения Кориолиса?

O
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Рис. 1.2
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Рис. 1.3
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Рис. 1.4





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���





Рис. 111.5
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Рис. 1.6
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Рис. 1.7
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Рис. 1.8
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* Дуговая координата алгебраическая величина, численно равная пройденному пути точкой.


� В инерциальных системах отсчета величина ускорения точки зависит только от сил, действующих на нее. 


� Материал для дополнительного изучения


� Материал для дополнительного изучения
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