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Введение
В кинематике рассматривается описание простейших типов механических движений. При этом не затрагивались причины вызывающие изменения положения тела относительно других тел, а систему отсчета выбирается из соображений удобства при решении той или иной задачи. В динамике, прежде всего, представляют интерес причины, вследствие которых некоторые тела начинают двигаться относительно других тел, а также факторы, обуславливающие появления ускорения. Однако законы в механике, строго говоря, в разных системах отсчета имеют различный вид. Установлено, что существуют такие системы отсчета, в которых законы и закономерности не зависят от выбора системы отсчета. Такие системы отсчета получили название инерциальные системы (ИСО). В этих системах отсчета величина ускорения зависит только действующих сил и не зависит от выбора системы отсчета. Инерциальной системой отсчета является гелиоцентрическая система отсчета, начало отсчета которой находится в центре Солнца. Системы отсчета, движущиеся равномерно прямолинейно относительно инерциальной являются также инерциальными, а системы отсчета движущиеся с ускорением относительно инерциальной системы являются неинерциальными. По этим причинам поверхности земли, строго говоря, является неинерциальной системой отсчета. Во многих задач, систему отсчета, связанную с Землей, с хорошей степенью точности можно считать инерциальной.
§1. Основные законы динамики в инерциальных и неинерциальных 

системах отсчета
Способность тела сохранять состояние равномерного прямолинейного движения или покоится в ИСО, называется инертностью тела. Мерой инертности тела является масса. Масса величина скалярная, в системе СИ измеряется в килограммах (кг). Мерой взаимодействия является величина, называемой силой. Сила– величина векторная, в системе СИ измеряется в Ньютонах (Н).
Первый закон Ньютона. В инерциальных системах отсчета точка движется равномерно прямолинейно или покоится в том случае, если сумма всех сил действующих на нее равна нулю, т.е.:
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– силы, действующие на данную точку.
Второй закон Ньютона. В инерциальных системах тело движется с ускорением, если сумма всех сил, действующих на него не равна нулю, причем произведение массы тела на его ускорение равно сумме этих сил, т.е.:
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Третий закон Ньютона. Силы, с которыми тела действуют друг на друга, равны по величине и противоположны по направлению, т.е.: 
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Силы, как меры взаимодействия, всегда рождаются парами.

Для успешного решения большинства задач с использованием законов Ньютона необходимо придерживаться некоторой последовательности действия (своего рода алгоритма). 

Основные пункты алгоритма.

1. Проанализировать условие задачи и выяснить, с какими телами взаимодействует рассматриваемое тело. Исходя из этого, определить количество сил, действующих на рассматриваемое тело. Допустим, число сил, действующих на тело, равно 
[image: image5.wmf]n

. Затем выполнить схематически правильный рисунок, на котором построить все силы, действующие на тело. 

2. Используя условие задачи, определить направление ускорения рассматриваемого тела, и изобразить вектор ускорения на рисунке.
3. Записать в векторной форме второй закон Ньютона, т.е.:


[image: image6.wmf]n

2

1

F

F

F

a

m

r

K

r

r

r

+

+

+

=

×

,

где 
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 силы, действующие на тело.

4. Выбрать инерциальную систему отсчета. Изобразить на рисунке прямоугольную декартову систему координат, ось ОХ которой направить по вектору ускорения, ось ОY и ОZ направить перпендикулярно оси ОХ. 

5. Воспользовавшись основным свойством векторных равенств, записать второй закон Ньютона для проекций векторов на оси координат, т.е.:
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6. Если в задаче кроме сил и ускорений требуется определить координаты и скорость, то кроме второго закона Ньютона необходимо использовать и кинематические уравнения движения. Записав систему уравнений, необходимо обратить внимание на то, чтобы число уравнений равнялось числу неизвестных в данной задаче.

7. Далее необходимо решить систему уравнений и найти соотношения для величин, которые требуется определить в данной задаче. И только потом в полученные формулы подставить цифровые данные.

Рассмотрим неинерциальную систему отсчета 
[image: image9.wmf]*
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 вращающуюся с постоянной угловой скоростью 
[image: image10.wmf]w

 вокруг оси, перемещающейся поступательно со скоростью 
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 относительно инерциальной 
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системы. В этом случае ускорение точки в инерциальной системе (
[image: image13.wmf]a

r

) связано с ускорением в неинерциальной системе (
[image: image14.wmf]*
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) соотношением:
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где 
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– ускорением неинерциальной системы 
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 относительно инерциальной системы 
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 линейная скорость точки в неинерциальной системе. Из последнего соотношения вместо ускорения 
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 подставим в равенство (1), получим выражение:
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(3)
Это соотношение называется вторым законом Ньютона в неинерциальной системе отсчета.

Силы инерции. Введем обозначения:
1. 
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– поступательная сила инерции;

2. 
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– сила Кориолиса;

3
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– центробежная сила инерции.
В задачах поступательная сила инерции изображается против вектора ускорением поступательного движения неинерциальной системы отсчета (
[image: image25.wmf]0
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), центробежная сила инерции –– от центра вращения по радиусу (
[image: image26.wmf]r
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); направление силы Кориолиса определяется по правилу буравчика для векторного произведения векторов 
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Строго говоря, силы инерции не являются в полном смысле силами, т.к. для них не выполняется третий закон Ньютона, т.е. они не являются парными.
§2. Силы

Сила всемирного тяготения. Сила всемирного тяготения возникает в процессе взаимодействия между телами, обладающими массами, и вычисляется из соотношения:
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Коэффициент пропорциональности 
[image: image29.wmf]G

 получил название гравитационной постоянной. Его величина в системе СИ равна 
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Сила реакции. Силы реакции возникают при взаимодействии тела с различными конструкциями, ограничивающими его положение в пространстве. Например, на тело, подвешенное на нити, действует сила реакции, называемая обычно силой натяжения. Сила натяжения нити направлена всегда вдоль нити. Формулы для вычисления ее величины нет. Обычно величину ее находят либо из первого, либо из второго закона Ньютона. К силам реакции также относят силы, действующие на частицу на гладкой поверхности. Ее называют нормальной силой реакции, обозначают 
[image: image31.wmf]N

r

. Сила реакции всегда направлена перпендикулярно рассматриваемой поверхности. Со стороны тела на гладкую поверхность действует сила, называемая силой нормального давления (
[image: image32.wmf]N
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). По третьему закону Ньютона сила реакции равна по величине силе нормального давления, но векторы этих сил противоположны по направлению.
Сила упругости. Силы упругости возникают в телах в том случае, если тела деформированы, т.е. если изменена форма тела или его объем. При прекращении деформации силы упругости исчезают. Следует заметить, что, хотя силы упругости возникают при деформациях тел, не всегда деформация приводит к возникновению сил упругости. Силы упругости возникают в телах, способных восстанавливать свою форму после прекращения внешнего воздействия. Такие тела, и соответствующие им деформации, называются упругими. При пластической деформации изменения полностью не исчезают после прекращения внешнего воздействия. Ярким примером проявления сил упругости могут служить силы, возникающие в пружинах, подверженных деформации. Для упругих деформаций, возникающих в деформированных телах, сила упругости всегда пропорциональна величине деформации, т.е.:
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где 
[image: image34.wmf]-
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 коэффициент упругости (или жесткости) пружины, 
[image: image35.wmf]-
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 вектор деформации пружины.
Данное утверждение получило название закона Гука.
Сила трения.  При движении одного тела по поверхности другого возникают силы, препятствующие этому движению. Такие силы принято называть силами трения скольжения. Величина силы трения покоя может изменяться в зависимости от приложенной внешней силы. При некотором значении внешней силы сила трения покоя достигает максимального значения. После этого начинается скольжение тела. Экспериментально установлено, что сила трения скольжения прямо пропорциональна силе нормального давления тела на поверхность.  Согласно третьему закону Ньютона сила нормального давления тела на поверхность всегда равна силе реакции, с которой сама поверхность действует на движущееся тело. С учетом этого формула для вычисления величины силы трения скольжения имеет вид:
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где 
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 величина силы реакции; 
[image: image38.wmf]-
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 коэффициент трения скольжения. Сила трения скольжения, действующая на движущееся тело, всегда направлена против его скорости, вдоль соприкасающихся  поверхностей.  

Сила сопротивления. При движении тел в жидкостях и газах возникают также силы трения, но они существенно отличаются от сил сухого трения. Эти силы называются силами вязкого трения, или силы сопротивления. Силы вязкого трения возникают только при относительном движении тел. Силы сопротивления зависят от многих факторов, а именно: от размеров и формы тел, от свойств среды (плотности, вязкости), от скорости относительного движения. При малых скоростях сила сопротивления прямо пропорционально зависит от скорости движения тела относительно среды, т.е.:
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При больших скоростях сила сопротивления пропорциональна квадрату скорости движения тела относительно среды, т.е.:
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где 
[image: image41.wmf]-

b

a

,

 некоторые коэффициенты пропорциональности, называемые коэффициентами сопротивления. 

§3. Основное уравнение динамики
Основное уравнение динамики материальной точки представляет собой не что иное, как математическое выражение второго закона Ньютона:
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В инерциальной системе отсчета в сумму всех сил входят только силы, являющиеся мерами взаимодействий, в неинерциальных системах в сумму сил входят силы инерции.
С математической точки зрения соотношение (9) представляет собой дифференциальное уравнение движения точки в векторном виде. Его решение –– есть основная задача динамики материальной точки.
§4. Примеры решения задач
Задача №1.  На лист бумаги помещен стакан. С каким ускорением надо привести в движение лист, чтобы выдернуть его из-под стакана, если коэффициент трения между стаканом и листом бумаги равен 0,3?

Предположим, что при некоторой силе 
[image: image43.wmf]F
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, действующей на лист бумаги, стакан движется совместно с листом. Изобразим отдельно силы, действующие на стакан массой 
[image: image44.wmf]m

. На стакан действуют следующие тела: Земля с силой тяжести 
[image: image45.wmf]g
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, лист бумаги с силой реакции 
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, лист бумаги с силой трения 
[image: image47.wmf]тр
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, направленной по скорости движения стакана. Движение стакана является равноускоренным, следовательно, вектор ускорения направлен по скорости движения стакана.
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Изобразим вектор ускорения стакана 
[image: image48.wmf]a
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 на рисунке. Запишем второй закон Ньютона в векторной форме для сил, действующих на стакан:
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Направим ось ОХ по вектору ускорения стакана, а ось OY ( вертикально вверх. Запишем второй закон Ньютона в проекциях на эти оси координат, получим следующие уравнения:
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При увеличении силы 
[image: image52.wmf]F

r

, действующей на лист бумаги, возрастает величина силы трения, с которой лист бумаги действует на стакан. При некотором значении силы 
[image: image53.wmf]F
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 величина силы трения 
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  достигает своего максимального значения, равного по величине силе трения скольжения. С этого момента начинается скольжение стакана относительно поверхности бумаги. Предельное значение силы трения связано с силой реакции, действующей на стакан следующим соотношением:
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Из равенства (1.2) выражаем величину силы реакции, а затем подставляем в последнее соотношение, имеем 
[image: image56.wmf]g
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. Из полученного соотношения находим величину силы трения 
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 и поставляем в равенство (1.1), получим выражение для определения максимального ускорения стакана:
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Подставив числовые значения величин в последнее равенство, найдем величину максимального ускорения стакана:
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Полученная величина ускорения стакана равна минимальному ускорению листа бумаги, при котором его можно «выдернуть» из-под стакана.

Ответ:  
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	Задача №2. На тело массой 
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 к горизонту. Коэффициент трения между телом и горизонтальной поверхностью равен 
[image: image64.wmf]2
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Изобразим все силы, действующие на тело. Кроме внешней силы 
[image: image65.wmf]F
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 на тело действует Земля с силой тяжести 
[image: image66.wmf]g
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, горизонтальная поверхность с силой реакции 
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 и силой трения 
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, направленной против скорости движения тела. Тело движется равноускоренно, и, следовательно, вектор его ускорения направлен  по скорости движения. Изобразим вектор 
[image: image69.wmf]a

r

 на рисунке. Выбираем систему координат так, как показано на рисунке. Записываем второй закон Ньютона в векторной форме:


[image: image70.wmf]тр
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.

Используя основное свойство векторных равенств, запишем уравнения для проекций векторов, входящих в последнее векторное равенство:


[image: image71.wmf]тр
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(2.1)
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(2.2)

Записываем соотношение для силы трения скольжения


[image: image73.wmf]тр
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(2.3)

Из равенства (2.2) находим величину силы реакции


[image: image74.wmf]NmgFsin
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.

Из полученного выражения подставим в равенство (2.3) вместо величины силы реакции 
[image: image75.wmf]N

, получим выражение


[image: image76.wmf](
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.

Подставив полученное выражение для силы трения в равенство (2.1), будем иметь формулу для вычисления ускорения тела:


[image: image77.wmf](

)

(

)

FcosmgFsin

maFcosmgFsina

m

×a-m××-×a

×=×a-m××-×aÞ=

.

В последнюю формулу подставим числовые данные в системе СИ, найдем величину ускорения движения груза:


[image: image78.wmf](
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Ответ:  
[image: image79.wmf]2
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	[image: image788.wmf]F
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Задача №3.  К вертикальной стене прижимают брусок массой m=3 кг с силой F так, как показано на рисунке. Коэффициент трения между стеной и бруском равен 0,2. Каково должно быть минимальное значение силы F, чтобы брусок оставался в покое?


[image: image789.wmf]L

Для минимальной величины силы 
[image: image80.wmf]F

r

 определим направление силы трения, которая действует на покоящийся брусок. Представим, что сила 
[image: image81.wmf]F

r

 меньше той минимальной силы, достаточной для того, чтобы тело оставалось в покое. В этом случае тело будет двигаться вниз, и, сила трения 
[image: image82.wmf]тр

F

r

, приложенная к нему, будет направлена вертикально вверх. Для того чтобы остановить тело, нужно увеличить величину приложенной силы 
[image: image83.wmf]F

r

. Кроме того, на данное тело действует Земля с силой тяжести 
[image: image84.wmf]g

m

r

, направленной вертикально вниз, а также стенка с силой реакции 
[image: image85.wmf]N

r

, направленной горизонтально влево. Изобразим на рисунке все силы, действующие на тело.  Возьмем прямоугольную декартову систему координат, оси которой направим так, как показано на рисунке. Для покоящегося тела запишем первый закон Ньютона в векторной форме:


[image: image86.wmf]тр
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Для найденного векторного равенства запишем равенства для проекций векторов на оси координат, получим следующие уравнения:


[image: image87.wmf]0
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(3.1)
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(3.2)

При минимальном значении внешней силы 
[image: image89.wmf]F
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 величина силы трения покоя достигает максимального значения, равного величине силы трения скольжения:

[image: image90.wmf]тр
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(3.3)

Из равенства (3.1) находим величину силы реакции 
[image: image91.wmf]N

, и подставляем в равенство (3.3), получим следующее выражение для силы трения:
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Подставим вместо силы трения  в равенство (3.2) правую часть данного соотношения, получим формулу для вычисления величины приложенной силы 
[image: image93.wmf]F

:


[image: image94.wmf]00
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Из последней формулы находим величину силы 
[image: image95.wmf]F
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Ответ:   
[image: image97.wmf]min
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	Задача №4.  Два шарика падают в воздухе. Шарики (сплошные) сделаны из одного материала, но диаметр одного из шариков вдвое больше, чем другого. В каком соотношении будут находиться скорости шариков при установившемся (равномерном) движении? Считать, что сила сопротивления воздуха пропорциональна площади поперечного сечения движущегося тела и квадратично зависит от скорости движения тела.


[image: image790.wmf]F
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Изобразим все силы, действующие на шарик, движущийся в воздухе вертикально вниз. На него действует Земля с силой тяжести 
[image: image98.wmf]g
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r

 и воздух с силой сопротивления 
[image: image99.wmf]сопр

F

r

. Изобразим рассмотренные силы на рисунке. В начальный момент времени равнодействующая всех сил 
[image: image100.wmf]сопр
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 имеет максимальное значение, так как скорость шарика равна нулю и сила сопротивления также равна нулю. В этот момент шарик имеет максимальное ускорение, равное 
[image: image101.wmf]g

r

. По мере движения шарика скорость его движения увеличивается, и, следовательно, сила сопротивления воздуха возрастает. В некоторый момент времени сила сопротивления достигает величины, равной величине силы тяжести. С этого момента времени шарик движется равномерно. Запишем первый закон Ньютона в векторной форме для равномерного движения шарика:


[image: image102.wmf]сопр
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Направим ось OY вертикально вниз. Запишем для данного векторного равенства равенство для проекций векторов на ось OY:


[image: image103.wmf]сопр
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(4.1)

Сила сопротивления зависит от площади поперечного сечения шарика 
[image: image104.wmf]S

 и величины его скорости движения 
[image: image105.wmf]V

следующим образом:


[image: image106.wmf]2
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(4.2)

где 
[image: image107.wmf]-

a

 коэффициент пропорциональности, называемый коэффициентом сопротивления.

Из равенств (4.1) и (4.2) вытекает следующее соотношение:


[image: image108.wmf]2
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(4.3)

Выразим массу шарика через его плотность и объем, а объем в свою очередь, — через радиус шарика:


[image: image109.wmf]3
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(4.4)

Из данного выражения  находим массу 
[image: image110.wmf]m

 и подставляем в равенство (4.3), получим следующее равенство:


[image: image111.wmf]23
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(4.5)

Выражаем площадь поперечного сечения шарика через его радиус:


[image: image112.wmf]2
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(4.6)

С учетом соотношения (4.6) равенство (4.5) примет следующий вид:
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Обозначим 
[image: image115.wmf]-
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 как радиус первого шарика; 
[image: image116.wmf]-
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 как радиус второго шарика. Запишем формулы для скоростей установившегося движения первого и второго шариков:
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Из полученных равенств находим отношение скоростей: 


[image: image118.wmf]1
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Из условия задачи отношение радиусов шариков равно двум. Используя это условие, находим отношение скоростей:
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Ответ:    
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	Задача №5.  На наклонной плоскости с углом наклона 
[image: image121.wmf]0

30
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 находится тело массой 
[image: image122.wmf]m3

кг

=

. Коэффициент трения между телом и наклонной плоскостью равен 
[image: image123.wmf]0,3

m=

. К телу прикладывают силу, направленную вверх вдоль наклонной плоскости. Какова должна быть величина этой силы, чтобы тело двигалось вверх по наклонной плоскости с ускорением 
[image: image124.wmf]2
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[image: image791.wmf]0

45

На тело, движущееся вверх вдоль наклонной плоскости, действуют внешние тела: а) Земля с силой тяжести 
[image: image125.wmf]mg

r

, направленной вертикально вниз; б) наклонная плоскость с силой реакции 
[image: image126.wmf]N

r

, направленной перпендикулярно наклонной плоскости; в) наклонная плоскость с силой трения 
[image: image127.wmf]тр
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, направленной против движения тела; г) внешнее тело с силой 
[image: image128.wmf]F
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, направленной вверх вдоль наклонной плоскости. Под действием этих сил тело движется равноускоренно вверх по наклонной плоскости, и, следовательно, вектор  ускорения направлен по перемещению тела. Изобразим вектор ускорения 
[image: image129.wmf]a

r

 на рисунке. Запишем второй закон Ньютона в векторной форме:


[image: image130.wmf]тр
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Выберем прямоугольную декартову систему координат, ось ОХ которой направим по ускорению движения тела, а ось OY — перпендикулярно наклонной плоскости. Запишем второй закон Ньютона в проекциях на эти оси координат, получим следующие уравнения:
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(5.1)
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(5.2)

Сила трения скольжения связана с силой реакции следующим соотношением:


[image: image133.wmf]тр
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(5.3)

Из равенства (5.2) находим величину силы реакции 
[image: image134.wmf]N

 и подставляем в равенство (5.3), имеем следующее выражение для силы трения:


[image: image135.wmf]тр
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(5.4)

Подставим в равенство (5.1) вместо силы трения правую часть равенства (5.4), получим следующее уравнение для вычисления величины искомой силы:
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Вычислим величину силы 
[image: image137.wmf]F
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Ответ:    
[image: image139.wmf]F25,3H
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	Задача №6.  Через легкий вращающийся без трения блок перекинута нить. На одном конце нити находится тело массой 
[image: image140.wmf]1
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, на другом — тело массой 
[image: image141.wmf]2
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. Определить величину силы натяжения нити и величину ускорения тел.


[image: image792.wmf]0
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Изобразим все силы, действующие на тела и на блок. Рассмотрим процесс движения тел, связанных нитью, перекинутой через блок. Нить является невесомой и нерастяжимой, следовательно, величина силы натяжения на любом участке нити будет одинаковой, т.е. 
[image: image142.wmf]11
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Перемещения тел за любые промежутки времени будут одинаковыми, и, следовательно, в любой момент времени одинаковыми будут величины скоростей и ускорений этих тел. Из того, что блок вращается без трения и является невесомым, следует, что сила натяжения нити по обе стороны блока будет одинаковой, т.е.: 
[image: image144.wmf]12
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Отсюда вытекает равенство сил натяжения нити, действующей на первое и второе тело, т.е. 
[image: image145.wmf]12
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. Изобразим на рисунке векторы ускорений первого и второго тела. Изобразим две оси ОХ. Первую ось направим вдоль вектора ускорения первого тела, вторую — вдоль вектора ускорения второго тела. Запишем второй закон Ньютона для каждого тела в проекции на эти оси координат:
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Учитывая, что 
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, и выразив из первого уравнения 
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, подставим 
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 во второе уравнение, получим
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Из последнего равенства находим величину ускорения:


[image: image153.wmf]2
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Из равенства (1) находим величину силы натяжения:
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Ответ:   
[image: image155.wmf]2
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	Задача №7.  Маленькое колечко массой 
[image: image157.wmf]m10
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 надето на большое проволочное кольцо радиуса 
[image: image158.wmf]R0,5
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, расположенное в вертикальной плоскости. Большое кольцо вращается вокруг вертикальной оси с частотой 
[image: image159.wmf]1
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. Маленькое колечко начинает скользить вниз из верхней точки большого кольца. На какую высоту опустится колечко?


[image: image793.wmf]Y

На маленькое колечко при его вращении по окружности действуют две силы: сила тяжести 
[image: image160.wmf]mg
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, направленная вертикально вниз, и сила реакции 
[image: image161.wmf]N
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, направленная к центру кольца. Изобразим эти силы на рисунке, а также покажем на нем траекторию движения колечка. Вектор центростремительного ускорения 
[image: image162.wmf]ц
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 колечка лежит в плоскости траектории и направлен к оси вращения. Изобразим 
[image: image163.wmf]ц
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 на рисунке. Запишем второй закон Ньютона в векторной форме для вращающегося колечка:


[image: image164.wmf]ц
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Выберем прямоугольную систему координат, ось ОХ которой направим по центростремительному ускорению 
[image: image165.wmf]ц
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, а ось OY — вертикально вверх вдоль оси вращения. Запишем второй закон Ньютона в проекциях на эти оси координат:
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(7.2)

Из равенства (7.2) находим величину силы реакции 
[image: image168.wmf]N

 и подставляем в равенство (7.1), получим выражение:
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(7.3)

Центростремительное ускорение связано с частотой вращения соотношением: 
[image: image170.wmf]22
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 радиус вращения маленького колечка. Подставим правую часть последнего равенства вместо 
[image: image172.wmf]ц
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 в формулу (7.3), получим следующее соотношение:


[image: image173.wmf]22

4rgtg

×p×n×=×a

.




(7.4)

Из рисунка находим величину тангенса угла альфа 
[image: image174.wmf]r
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. С учетом этого выражения равенство (7.4) примет вид:
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Из последнего уравнения находим искомую высоту 
[image: image176.wmf]h
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Ответ:   
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	Задача №8.  На каком расстоянии от центра горизонтального диска, вращающегося с частотой 
[image: image179.wmf]1
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, нужно поместить небольшое тело, чтобы оно не соскальзывало с диска, если коэффициент трения между диском и телом равен 
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[image: image794.wmf]X

На тело, вращающееся вместе с диском, действуют три силы: сила тяжести 
[image: image181.wmf]mg

r

, сила реакции 
[image: image182.wmf]N

r

 и сила трения 
[image: image183.wmf]тр

F

r

, направленная к оси вращения. Изобразим все силы на рисунке. Покажем на данном рисунке направление вектора центростремительного ускорения 
[image: image184.wmf]ц

a

r

. Записываем второй закон Ньютона в векторной форме:


[image: image185.wmf]цтр
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.

Выберем прямоугольную декартову систему координат так, как показано на рисунке. Запишем второй закон Ньютона в проекциях на оси координат:


[image: image186.wmf]цтр
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(8.1)


[image: image187.wmf]OY:0mgN
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Запишем соотношение для центростремительного ускорения:


[image: image188.wmf]22
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.




(8.3)

Подставим правую часть равенства (8.3) вместо центростремительного ускорения в равенство (8.1), получим:


[image: image189.wmf]22
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(8.4)

Из равенства (8.4) видно, что величина силы трения прямо пропорциональна радиусу вращения 
[image: image190.wmf]r

, поэтому при увеличении радиуса вращения сила трения покоя увеличивается, и при некоторой величине 
[image: image191.wmf]r

 сила трения покоя достигает максимального значения, равного силе трения скольжения (
[image: image192.wmf]тр

FN

=m×

).
С учетом равенства (8.2), получим выражения для максимальной силы трения покоя:


[image: image193.wmf]тр
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.

Подставим правую часть полученного равенства вместо силы трения равенство (4), получим следующее соотношение:


[image: image194.wmf]22
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Из данного уравнения находим предельное значение радиуса вращения:


[image: image195.wmf]2
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Ответ:  
[image: image196.wmf]2
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	Задача №9.
  Капля дождя массой 
[image: image197.wmf]m10
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 начинает падать с высоты 
[image: image198.wmf]h1000
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, во время ее полета действует сила сопротивления, величина которой пропорциональна скорости. Коэффициент сопротивления равен 
[image: image199.wmf]0,02

кгс

a=

. Найти: а) зависимость скорости полета капли от времени; б) максимальную скорость капли.


[image: image795.wmf]тр
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Во время полета капли на нее действует две силы: сила тяжести 
[image: image200.wmf]mg

r

 и сила сопротивления 
[image: image201.wmf]C
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. Изобразим все силы на рисунке. Выберем вертикально направленную ось OY, начало отсчета которой расположим на поверхности Земли. Запишем основное уравнение динамики:

[image: image202.wmf]C
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.
Спроектируем равенство на ось OY, будем иметь соотношение:
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Разделим обе части последнего равенства на 
[image: image204.wmf]m

 и одновременно умножим обе части на 
[image: image205.wmf]dt

, учтем что 
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, получим выражение:
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Разделим обе части этого выражения на 
[image: image208.wmf]gv
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, получим соотношение:
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Интегрируем последнее соотношением, получаем зависимость скорости от времени: 
[image: image210.wmf]1
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Константу 
[image: image211.wmf]C
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 найдем из начальных условий (
[image: image212.wmf](
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), получим искомую зависимость скорости от времени:

[image: image213.wmf](

)

t

m

mg

vt1e

a

-×

æö

=×-

ç÷

a

èø

.
Определяем максимальную скорость из условия 
[image: image214.wmf](
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Ответ: 
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	Задача №10.
  Небольшая шайба движется по наклонной плоскости, коэффициент трения которой 
[image: image218.wmf]ktg
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, где 
[image: image219.wmf]a

– угол наклона плоскости к горизонту. Найти зависимость скорости шайбы от угла 
[image: image220.wmf]j

 между вектором скорости и осью Х (см. рис.), если в начальный момент 
[image: image221.wmf]0
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 и 
[image: image222.wmf]2
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[image: image796.wmf]T
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Изобразим на рисунке силы, действующие на шайбу. Запишем второй закон Ньютона в проекциях на оси OX, OY и OZ
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Т.к. 
[image: image224.wmf]ktg
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, то для всей траектории движения шайбы для силы трения справедливо формула 
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, которая, с учетом равенства для OZ, преобразуется к виду:
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С учетом этого соотношения равенство для оси OX примет вид 


[image: image227.wmf](
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Спроектируем второй закон Ньютона на касательную к траектории движения шайбы в рассматриваемой точке, получим соотношение:
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где 
[image: image229.wmf]a
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– величина тангенциального ускорения. Сравнивая правые части последних равенств, делаем вывод о том, что 
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Поскольку 
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, то учетом предыдущего соотношения имеем равенство 
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[image: image235.wmf]C

– константа интегрирования. Подставим в последнее выражение 
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, получим зависимость скорости от угла 
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Константу определим из начальных условий (
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 когда 
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Минимальное значение скорости достигается тогда, когда 
[image: image243.wmf]0
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, и вектор скорости направлен параллельно оси OX а ее величина равна 
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Ответ: 
[image: image245.wmf]0
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	Задача №11.
  Небольшая муфта массы 
[image: image246.wmf]m

 свободно скользит по гладкому горизонтальному стержню, который вращают с постоянной угловой скоростью 
[image: image247.wmf]w

 вокруг неподвижной вертикальной оси, проходящей через один из его концов. Найти горизонтальную составляющую силы, действующей на муфту со стороны стержня в момент, когда она находится на расстоянии 
[image: image248.wmf]r

 от оси вращения. (В начальный момент муфта находилась непосредственно около оси и имела пренебрежимо малую скорость.)


[image: image797.wmf]O

Для решения задачи выберем неинерциальную систему отсчета, вращающуюся с угловой скоростью 
[image: image249.wmf]w

r

, и совместим ее с осью вращения. В этой системе отсчета на муфту действуют силы, являющиеся мерами взаимодействия, 
[image: image250.wmf]mg
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– сила тяжести, 
[image: image251.wmf]1
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– вертикальная сила реакции, 
[image: image252.wmf]2
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– горизонтальная сила реакции. И, кроме того, в неинерциальной системе на муфту дополнительно действуют, так называемые силы инерции: 
[image: image253.wmf]ц
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– центробежная сила, 
[image: image254.wmf]кор
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– сила Кориолиса. Изобразим эти силы на рисунке. Искомой силой в данном случае является горизонтальная сила реакции 
[image: image255.wmf]2
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. В рассматриваемой системе отсчета движение муфты является прямолинейным со скоростью 
[image: image256.wmf]v
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 и ускорением 
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. Запишем второй закон Ньютона в неинерциальной системе отсчета
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Спроектируем это равенство на оси OX и OY, получим соотношения:
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Учтем, что 
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, и подставив в последнее равенство, получим соотношение:
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Из соотношения 
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 находим 
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, и, подставив в последнее соотношение, получим выражение:
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Из равенства для проекции векторного равенства на ось ОХ находим искомую силу 
[image: image266.wmf]2

N



[image: image267.wmf]02

2

кор

NF2mvsin902mr

*

==×××w×=××w×

.
§5. Закон сохранения импульса
Импульсом материальной точки называется величина равная произведению массы на ее скорость, т.е.

[image: image268.wmf]pmv
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.

Из определения следует, что вектор импульса направлен по вектору скорости 
[image: image269.wmf]pv
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. Импульс системы материальных точек равен
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где 
[image: image271.wmf]i
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– масса системы материальных точек, 
[image: image272.wmf]C
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- скорость центра масс.
Импульс тела находится методом разбиения на бесконечно малые части, при этом получается следующее соотношение: 
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.
Закон изменения импульса материальной точки в инерциальной системе отсчета имеет следующий вид
:
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где выражение 
[image: image275.wmf]j
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– представляет собой сумму всех сил (как мер взаимодействия), действующих на материальную точку, 
[image: image276.wmf]dp,dt

r

– дифференциалы (бесконечно малые изменения) импульса и времени.
В неинерциальных системах отсчета в закон изменения импульса материальной точки дополнительно входят силы инерции
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Для средних значений сил справедливо следующее соотношение:
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где 
[image: image279.wmf]p
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– изменение импульса точки, 
[image: image280.wmf]j
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– среднее значение силы.

Для системы материальных точек закон изменения имеет вид 
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где выражение 
[image: image282.wmf]j
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 представляет собой сумму только внешних сил, действующих на систему, поскольку третий закон Ньютона запрещает внутренним силам изменять импульс системы.
Анализ последнего соотношения позволяет сформулировать следующие условия сохранения, как вектора импульса системы, так и его проекций:
1. Импульс замкнутой
 системы не изменяется со временем (
[image: image283.wmf]j
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).
2. Импульс сохраняется и у незамкнутой системы, при условии, что сумма всех внешних сил равна нулю.

3. В незамкнутой системы может сохраняться не сам импульс, а его проекция на направление, перпендикулярное равнодействующей внешних сил, при условии, что направление равнодействующей не меняется во времени.

§6. Примеры решения задач
	Задача №12.  Мяч массой 
[image: image284.wmf]г
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, ударился о горизонтальную поверхность. Угол (угол между направлением вектора скорости и перпендикуляром к плоскости) равен 
[image: image286.wmf]0
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. Продолжительность удара равна 
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. Найти изменение импульса, если удар абсолютно упругий, а угол падения равен углу отражения. Найти величину средней силы нормального давления мяча на поверхность.


[image: image798.wmf]Y

Изобразим на рисунке вектор импульса мяча до и после столкновения, а также силы, действовавшие на мяч во время удара. Вектор изменения импульса равен разности векторов 
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(12.1)

На мяч во время столкновения действуют две силы; сила тяжести 
[image: image291.wmf]g
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 и сила реакции 
[image: image292.wmf]N
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. Вектор изменения импульса мяча [image: image293.wmf]P
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 направлен по сумме сил 
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, т.е. вектор [image: image295.wmf]P
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 перпендикулярен горизонтальной плоскости. Проведем ось OY перпендикулярно горизонтальной плоскости. Для векторного равенства (12.1) запишем равенство для проекций векторов, входящих в это равенство:
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Так как удар мяча о горизонтальную поверхность упругий, то величина импульса мяча до столкновения равна величине импульса мяча после столкновения, т.е. 
[image: image297.wmf]1
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. С учетом этого соотношения предыдущее равенство примет вид:
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В последнее равенство подставим численные данные, получим величину проекции изменения  импульса на ось OY:
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Проекция вектора изменения импульса имеет положительный знак, следовательно, направление вектора 
[image: image300.wmf]P

r

D

 совпадает с направлением оси OY, т.е. вектор изменения импульса мяча направлен вертикально вверх.

Запишем закон изменения импульса мяча во время удара:
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(12.2)

Чтобы найти величину силы реакции, спроектируем векторное равенство (12.2) на ось OY, получим следующее соотношение: 
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(12.3)

Из равенства (12.3) выразим силу реакции, получим соотношение:
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По третьему закону Ньютона величина силы реакции равна величине силы нормального давления мяча на горизонтальную  поверхность.

Ответ:   
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	Задача №13. На вагонетку массой 
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Изобразим на отдельных рисунках данные силы. Для рассматриваемой механической системы «щебень-вагонетка» силы 
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 являются внутренними, и, следовательно, эти силы не изменяют импульса данной системы. Силы 
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 являются внешними для этой системы. Запишем закон изменения импульса системы «щебень-вагонетка»:
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(13.1)

Изобразим на рисунке вектор скорости вагонетки до падения щебня и вектор скорости щебня в момент удара. Выберем прямоугольную декартову систему координат, ось ОХ которой направим по скорости движения вагонетки 
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. Запишем для векторного равенства (13.1) равенство для проекций на ось ОХ векторов, входящих в это равенство, получим следующее соотношение:
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Из рисунка видно, что векторы сил 
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 направлены перпендикулярно оси ОХ, и, следовательно, проекции векторов этих сил на эту ось будут равны нулю, т.е. 
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. С учетом этих равенств выражение (13.2) преобразуется к следующему виду:
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 вектор скорости системы «щебень-вагонетка» после удара. Найдем вектор изменения импульса системы:


[image: image327.wmf](

)

(

)

V

m

m

V

m

V

m

P

2

1

2

2

1

1

системы

r

r

r

r

×

+

-

×

+

×

=

D

.

Спроектировав это равенство на ось ОХ, получим


[image: image328.wmf](

)

(

)

(

)

0

V

m

m

V

m

V

m

P

x

2

1

x

2

2

x

1

1

x

системы

=

×

+

-

×

+

×

=

D

.

(13.3)
Учитывая, что проекция вектора скорости щебня в момент удара на ось ОХ равна нулю (
[image: image329.wmf]0
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), преобразуем равенство (13.3) к следующему виду:
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(13.4)

Из равенства (13.4) выразим величину скорости системы после удара:
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Изменение величины скорости вагонетки за время удара найдем по формуле
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Подставив цифровые данные, найдем величину 
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Ответ:  Скорость вагонетки уменьшилась на величину 
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	Задача №14.  На железнодорожной платформе, движущейся горизонтально со скоростью 
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. Запишем закон изменения импульса для системы «снаряд — платформа»:
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(14.1)

где 
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 время выстрела. Заметим, что, вследствие действия сил давления пороховых газов, рассматриваемая система не является замкнутой, поскольку сумма сил (
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 не изменяется. Поэтому выбираем ось ОХ по направлению движения платформы, и, спроектировав равенство (14.1) на эту ось, получим следующее соотношение:
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(14.2)

Проекции сил 
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 на ось ОХ равны нулю. С учетом этого равенство (14.2) примет вид
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(14.3)

Данное равенство гласит, что, хотя рассматриваемая система «снаряд — платформа» не является замкнутой, однако  проекция вектора импульса системы на ось ОХ до выстрела будет равна проекции вектора импульса этой системы после выстрела.

Выразим в системе отсчета, связанной с поверхностью Земли, вектор импульса системы до и после выстрела через массу тел и их скорости:
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где 
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 соответственно вектор импульса системы до и после выстрела; 
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С учетом записанных соотношений равенство (14.3) примет вид
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Определив проекции скоростей тел до и после выстрела и подставив в равенство (14.4), получим следующее уравнение:


[image: image358.wmf](

)

(

)

0

V

m

m

30

cos

V

m

V

m

1

2

1

0

2

2

1

1

=

×

+

-

×

×

+

¢

×

.


(14.5)

Из данного уравнения находим выражение для скорости снаряда:
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(14.6)
Подставив численные значения величин, входящих в уравнение (14.6), найдем величину скорости снаряда после выстрела:
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Ответ:  
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	Задача №15. Лодка массой 
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 в начальный момент находятся в покое относительно поверхности воды. Затем человек встает и идет по лодке. С какой скоростью будет двигаться человек относительно поверхности воды, если относительно лодки он движется со скоростью 
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Запишем закон изменения импульса для системы «человек—лодка»:
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(15.1)

Все внешние силы перпендикулярны поверхности воды, поэтому, выбрав ось ОХ по движению человека и, спроектировав векторное равенство (15.1) на эту ось, получим выражение
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(15.2)

Из данного выражения видно, что проекция импульса системы «человек—лодка» на ось ОХ сохраняется в течение времени движения человека вдоль лодки. Заметим, что начальный импульс системы 
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 равен нулю (система покоилась). Выразим конечный импульс системы 
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 в системе отсчета, связанной с поверхностью воды, через массы тел и их скорости движения относительно поверхности воды:
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(15.3)

где 
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 импульс человека.

С учетом выражения (15.3) равенство (15.2) примет вид
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Определив проекции скоростей на ось координат, получим следующее уравнение:
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(15.4)

Заметим, что в равенство (15.4) входит неизвестная величина скорости человека относительно поверхности воды 
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(15.5)

Спроектировав векторное равенство (5) на ось ОХ, получим следующее соотношение:
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Из равенства (15.6) найдем скорость лодки 
[image: image382.wmf]1
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, и, подставив ее в равенство (15.4), получим уравнение
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Из уравнения (15.7) выразим скорость человека относительно поверхности воды 
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Подставив в последнюю формулу численные данные в системе СИ, получим величину скорости человека относительно поверхности воды:
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Ответ:  
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	Задача №16.  Клин массой 
[image: image388.wmf]кг
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 лежит на гладком горизонтальном столе. На образующей угол 
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 с горизонтом плоскости клина сидит жук массой 
[image: image390.wmf]кг

01

,

0

m

1

=

. С какой скоростью будет двигаться клин, если жук будет ползти вверх по клину со скоростью  
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[image: image803.wmf]2
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Рассмотрим систему «жук—клин». На данную систему действуют внешние силы: сила тяжести жука 
[image: image392.wmf]g
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; сила тяжести клина 
[image: image393.wmf]g
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 и сила реакции 
[image: image394.wmf]N
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.Изобразим все внешние силы на рисунке. Обозначим скорость движения клина относительно Земли 
[image: image395.wmf]2
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, а скорость жука относительно той же системы отсчета — 
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. Запишем закон изменения импульса рассматриваемой системы за некоторый промежуток времени 
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(16.1)

где 
[image: image399.wmf]2
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– начальный и конечный  импульсы системы соответственно. По условию задачи начальный импульс равен нулю, так как система покоилась относительно Земли (
[image: image400.wmf]0

P

1

r

r

=

). Конечный импульс системы равен:


[image: image401.wmf]2

2

1

1

2

V

m

V

m

P

r

r

r

×

+

×

=

.

С учетом последнего выражения равенство (16.1) примет вид
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(16.2)

Выразив скорость жука 
[image: image403.wmf]1
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 относительно Земли через его скорость относительно клина 
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 и скорость самого клина 
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 и подставив в выражение (16.2), получим следующее равенство:
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Выберем горизонтально направленную ось ОХ. Очевидно, что проекции всех внешних сил на эту ось равны нулю. Спроектировав последнее векторное равенство на ось ОХ, получим уравнение:
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Теперь легко выразить величину скорости 
[image: image409.wmf]2
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Подставляем исходные данные и выполняем вычисления
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Ответ:  
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§7. Работа и мощность
Изменение механического движения тела и, следовательно, его механической энергии происходит под действием на него других тел. Мерой этого действия являются силы, а мерой изменения энергии тела является работа, совершаемая силами. Работой, совершаемой силой 
[image: image413.wmf]F

r

 на бесконечно малом перемещении
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где 
[image: image416.wmf]a

– угол между вектором силы и вектором перемещения, 
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– скалярное произведение вектора силы на вектор бесконечно малого перемещения.
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Работа, совершаемая силой на криволинейном участке траектории, вычисляется по формуле
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 (11)
Если для вычисления данного криволинейного интеграла выбрана прямоугольная декартова система координат, то, используя известную математическую формулу вычисления скалярного произведения векторов, справедливо следующее выражение:
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 (12)
Для некоторых сил величина работы зависит от длины траектории (пройденного пути), в этом случае силы называются неконсервативными. Если величина работы силы зависит от начального и конечного положения материальной точки, то в этом случае сила называется консервативной. К консервативным силам относятся: сила всемирного тяготения, сила тяжести, сила кулона, сила упругости, если она описывается законом Гука, сила Архимеда, а также центральные силы.
Для характеристики быстроты совершения работы вводят понятие мощности. Среднее значение мощности равно отношению величины работы ко времени ее совершения, т.е.
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 (13)
где 
[image: image421.wmf]F
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– величина вектора силы, 
[image: image422.wmf]S
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– модуль вектора перемещения, 
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– угол между векторами 
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– длина вектора средней скорости точки.
Величина мгновенной мощности равна производной от работы по времени
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(14)
где 
[image: image428.wmf]F,V

rr

– мгновенные значения вектора силы и вектора скорости.
Для успешного решения задач по данной теме следует учитывать следующие методические рекомендации:

1. В том случае, когда известны величина силы и перемещения, а также угол между ними, необходимо использовать формулу (10) для определения величины механической работы.

2. В других случаях, прежде чем приступить к решению задачи, необходимо в начале установить все силы, действующие на рассматриваемое тело. Затем на рисунке показать эти силы. 

3. Выяснить характер движения тела. Если оно движется равномерно, то величина искомой силы вычисляется с помощью первого закона Ньютона. Для равноускоренного движения величина искомой силы находится из второго закона Ньютона.

4. Затем, используя формулу (10), найти работу требуемой силы.
5. В том случае, когда вектор силы изменяется со временем, или траектория движения не является прямолинейно, для нахождения работы необходимо пользоваться соотношением (12).
§8. Примеры решения задач
	Задача №17.  Какую работу совершает сила 
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, подняв по наклонной плоскости груз массой 
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. Сила действует параллельно наклонной плоскости. Трением о плоскость пренебречь.
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На тело, движущееся вверх вдоль наклонной плоскости, действуют следующие силы: сила тяжести 
[image: image433.wmf]g
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; сила реакции 
[image: image434.wmf]N
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 и сила 
[image: image435.wmf]F
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. Согласно условию задачи, движение тела является равноускоренным, поэтому вектор ускорения тела направлен по движению. Изобразим векторы сил на рисунке. Запишем второй закон Ньютона в векторной форме:


[image: image436.wmf]g

m

N

F

a

m

r

r

r

r

+

+

=

×

.

Выберем прямоугольную декартову систему координат, ось ОХ которой направим по ускорению движения тела, а ось OY — перпендикулярно поверхности наклонной плоскости. Спроектировав предыдущее векторное равенство на ось ОХ, получим следующее выражение:
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(17.1)

Из равенства (17.1) выражаем величину силы 
[image: image438.wmf]F

, получим соотношение:
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(17.2)

Воспользовавшись формулой для нахождения механической работы постоянной силы, и, используя равенство (17.2), получим выражение:
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(17.3)

где 
[image: image441.wmf]-
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 величина перемещения тела. В данной задаче величина перемещения, равная длине наклонной плоскости, связана с высотой наклонной плоскости соотношением:
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(17.4)

Подставим величину перемещения из равенства (17.4) в равенство (17.3), получим следующее соотношение для механической работы:
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(17.5)

В равенстве (17.5) остается пока неизвестной величина синуса угла наклонной плоскости. Данную величину находим из формулы (17.2) и, подставив в последнее равенство, получим окончательную формулу для вычисления механической работы:
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Подставив численные значения величин, входящих в последнее соотношение, найдем величину механической работы
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Ответ:   
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	Задача №18.  Ребенок везет за веревку санки массой 
[image: image447.wmf]кг
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. Определить мощность, необходимую для движения санок в указанных условиях.
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На санки действуют силы: сила тяжести 
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, сила реакции 
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, сила натяжения веревки 
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 и сила трения 
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. Изобразим данные силы на рисунке. Запишем первый закон Ньютона в векторной форме:
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(18.1)

Перепишем векторное равенство (18.1) в проекциях на оси координат: 
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Из равенства (18.3) выражаем силу реакции и, подставляя ее в формулу для силы трения 
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Подставим в равенство (18.2) вместо 
[image: image461.wmf]тр
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 правую часть равенства (18.4), получим выражение:
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Из последнего выражения найдем величину силы натяжения и, подставив в формулу 
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, получим формулу для вычисления мощности
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Откуда   
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Ответ:  
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	Задача №19
. Камень массы 
[image: image467.wmf]m

 бросили с поверхности земли под углом 
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 к горизонту с начальной скоростью 
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. Пренебрегая сопротивлением воздуха, найти мощность силы тяжести через 
[image: image470.wmf]t

 секунд после начала движения, а также работу этой силы за первые 
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 секунд движения.


Для решения задачи воспользуемся соотношением для мгновенной мощности 
[image: image472.wmf]NFV

=×

rr

. В данном случае вектор силы равен силе тяжести 
[image: image473.wmf]Fmg

=

r

r

, а зависимость скорости от времени определяется равенством 
[image: image474.wmf](

)

0

vtvgt

=+×

r

rr

. Используя эти соотношения, получим выражение для мгновенной мощности силы тяжести:
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(19.1)
Выразим скалярное произведение векторов 
[image: image476.wmf]0
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 через угол между вектором начальной скорости и горизонтальной поверхностью

[image: image477.wmf](

)

0

000

vgvgcos90vgsin

×=××+a=-××a

rrr

rrr



(19.2)
Вместо 
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 из соотношения (19.2) подставим 
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 в равенство (19.1), получим искомую зависимость мощности силы тяжести от времени
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Работу силы тяжести через 
[image: image481.wmf]t

 секунд после начала движения найдем интегрированием последнего соотношения
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Ответ:   
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§8. Закон сохранения механической энергии
Механической энергией называется величина, которая характеризует способности точки (тела) совершать работу. Различают два вида механической энергии: кинетическую и потенциальную энергии.
Потенциальной энергией обладает точка, на которую действуют консервативные силы. Однако не для всех консервативных сил принято определять понятие потенциальной энергии. Предположим, что на материальную точку действуют консервативная сила, тогда ее работа по криволинейному участку траектории вычисляется из соотношения:
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где 
[image: image486.wmf](
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– первообразная.
Потенциальная энергией материальной точки, на которую действует консервативная сила, равна первообразной (см. 15) с противоположным знаком:
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Физический смысл потенциальной энергии заключается в том, что она характеризует способность точки, на которую действует консервативная сила, совершать работу.

Потенциальная энергия в поле сил гравитации вычисляется по формуле:

[image: image488.wmf]r

m

m

G

W

2

1

p

×

-

=

,




(17)

где 
[image: image489.wmf]-
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 массы бесконечно малых тел; 
[image: image490.wmf]-

r

 расстояние между ними; 
[image: image491.wmf]-
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 гравитационная постоянная. Данную формулу можно применять и для однородных тел сферической формы, например, для планет. В этом случае в качестве расстояния 
[image: image492.wmf]r

 берется расстояние от тела до центра масс планеты.
Потенциальная энергия в поле силы тяжести. Для материальной точки массой 
[image: image493.wmf]m

, поднятой на высоту 
[image: image494.wmf]h

 над поверхностью Земли, потенциальная энергия вычисляется по формуле:

[image: image495.wmf]h

g

m

W

p

×

×

=

.





(18)

Для тел, размерами которых нельзя пренебречь, потенциальная энергия силы тяжести находится по формуле:
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где 
[image: image497.wmf]-
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 высота центра масс тела.
Потенциальная энергия сил упругости  равна 
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где [image: image499.wmf]-

k

 коэффициент жесткости пружины; 
[image: image500.wmf]x

– величина деформации пружины. 

Потенциальная энергия в поле сил Кулона находится из соотношения:
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где 
[image: image502.wmf]12
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– величина точечных зарядов; 
[image: image503.wmf]-
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 расстояние между ними; 
[image: image504.wmf]k
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 постоянная, 
[image: image505.wmf]e

– диэлектрическая проницаемость среды.
Работа консервативных сил равна изменению потенциальной энергии с противоположным знаком 
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где 
[image: image507.wmf]21
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– соответственно конечная и начальная потенциальная энергия. 
Величина, которая характеризует способность движущейся точки (тела) совершать работу, называется кинетической энергией. 
Для материальной точки кинетическая энергия вычисляется по формуле
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где 
[image: image509.wmf]m

– масса точки; 
[image: image510.wmf]V

– ее скорость.

Кинетическая энергия системы материальных точек находится по формуле
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Теорема об изменение кинетической энергии.  Изменение кинетической энергии точки отсчета равно сумме работ всех сил, действующих на нее
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Полная механическая энергия точки (тела) равна сумме кинетической и потенциальной энергии 
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Теорема об изменении механической энергии. Изменение полной механической энергии материальной точки равно сумме работ всех неконсервативных сил действующих на эту точку, т.е.:
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где 
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 изменение механической энергии; 
[image: image516.wmf]å
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 сумма работ неконсервативных сил. Из данного утверждения следует, что механическая энергия материальной точки не изменяется с течением времени, если сумма работ неконсервативных сил 
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 выполняется в следующих случаях:

1. На материальную точку действуют только консервативные силы.

2. На материальную точку действуют и консервативные и неконсервативные силы, однако сумма работ неконсервативных сил равна нулю.

Аналогичное утверждение справедливо и для системы, состоящей из 
[image: image519.wmf]n

 материальных точек.
В тех случаях, когда возникает необходимость использовать теорему об изменении кинетической энергии, требуется соблюдать следующие методические рекомендации:

1. Изобразить все силы, действующие на материальную точку или тело, после чего записать теорему об изменении кинетической энергии с учетом конкретных сил, действующих на тело или материальную точку.

2. Изобразить на рисунке вектор перемещения. Используя условие задачи, выяснить, работа каких сил равна нулю (работа силы равна нулю в том случае, когда вектор силы перпендикулярен перемещению). С учетом этого упростить записанное выражение для изменения кинетической энергии.
При решении задач с использованием соотношение (28) необходимо придерживаться следующих методических рекомендаций:

1. Изобразить все силы, действующие на тело или систему тел. Выяснить, какие из этих сил являются консервативными, а какие неконсервативными.

2. В том случае, когда на тело или систему тел действуют только консервативные силы, записать закон сохранения механической энергии.

3. При наличии неконсервативных сил необходимо выразить изменение механической энергии через алгебраическую сумму работ этих сил.

§9. Примеры решения задач
	Задача №20.  Цепь массой 
[image: image520.wmf]кг
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 и длиной 
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 лежит на горизонтальной поверхности пола. Какую минимальную работу необходимо совершить, чтобы ее оторвать от поверхности пола?


[image: image807.wmf]a

Для подъема цепи мы прикладываем такую величину внешней силы 
[image: image522.wmf]F
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, при которой цепь поднимается с минимальной скоростью. В этом случае кинетической энергией цепи можно пренебречь. Формулу (10) для определения работы силы 
[image: image523.wmf]F
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 применять нельзя, так как при подъеме увеличивается величина силы 
[image: image524.wmf]F
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. Увеличение величины внешней силы связано с тем, что при подъеме цепи увеличивается масса цепи, оторвавшейся от горизонтальной поверхности. Поскольку подъем цепи совершается равномерно, то в любой момент времени величина внешней силы равна силе тяжести той части цепи, которая уже оторвалась от поверхности. В данной задаче мы сталкиваемся с работой переменной силы. Выразим работу этой силы через работу силы тяжести. Выразим работу силы тяжести через изменение потенциальной энергии:
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где 
[image: image526.wmf]-

×

×

2

h

g

m

 конечная величина потенциальной энергии цепи; 
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 начальная величина потенциальной энергии; 
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 высота центра масс поднятой цепи над горизонтальной поверхностью; 
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 высота центра масс цепи, лежащей на горизонтальной поверхности. Если пренебречь поперечными размерами цепи по сравнению с ее длиной, то в этом случае 
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. С учетом этого имеем соотношение:
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Поскольку в любой момент времени вектор внешней силы 
[image: image532.wmf]F
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 направлен против вектора силы тяжести поднятой части цепи и, кроме того, величины этих сил равны, то работа внешней силы равна работе силы тяжести, взятой с противоположным знаком, т.е.:
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Учитывая, что высота центра масс однородной  цепи равна половине ее длины, имеем окончательное равенство для определения работы внешней силы:
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Находим величину работы:
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Ответ:  
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	Задача №21.  Фигурист массой 
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. На какое расстояние откатится фигурист с мячом, если коэффициент трения коньков о лед равен 
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На фигуриста в момент столкновения с мячом действуют силы: сила тяжести 
[image: image541.wmf]g
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, сила реакции 
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 и сила трения 
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. На мяч в момент столкновения действует сила тяжести 
[image: image544.wmf]g
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. Изобразим все внешние силы, действующие на механическую систему «фигурист – мяч». Запишем закон изменения импульса рассматриваемой системы в течение времени столкновения 
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Спроектировав данное векторное равенство на ось ОХ, получим следующее равенство:
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Векторы 
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 перпендикулярны оси ОХ, поэтому проекции этих векторов на эту ось равны нулю. С учетом этого получим равенство:
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Выразив величину конечного 
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 и начального 
[image: image553.wmf]1
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 импульсов через массы тел и их скорости, и, подставив в предыдущее равенство, будем иметь соотношение:
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где 
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– соответственно величина конечного и начального импульса системы.

Величина силы трения имеет конечное значение (
[image: image557.wmf](

)

g

m

m

F

2

1

тр

×

+

×

m

=

), а время взаимодействия мяча с фигуристом 
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 бесконечно мало, поэтому импульсом силы трения (
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) можно пренебречь. С учетом этого предположения из предыдущего равенства находим скорость системы после взаимодействия
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Учитывая, что величина кинетической энергии системы в момент остановки равна нулю, запишем теорему об изменении кинетической энергии системы поле взаимодействия
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где 
[image: image562.wmf](
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– соответственно работа силы трения, силы реакции и силы тяжести. Работа двух последних сил равна нулю, так как угол между направлением этих сил и направлением вектора перемещения равен 
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Отсюда находим величину перемещения, пройденного фигуристом до остановки:
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С учетом равенства (21.1) получим выражение для определения 
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Ответ:   
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	Задача №22.  С наклонной плоскости высотой 
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 начинает двигаться тело. Скорость тела в конце наклонной плоскости равна 
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. Найти коэффициент трения между телом и наклонной плоскостью.
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Изобразим на рисунке все силы, действующие на тело, движущееся по наклонной плоскости. Запишем выражение для изменения кинетической энергии за все время движения тела по наклонной плоскости: 
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где 
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 скорость тела в конце наклонной плоскости. Работа силы реакции в данной задаче равна нулю, т.к. угол между вектором этой силы и вектором перемещения равен 
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. По условию задачи, величина начальной скорости 
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 равна нулю. Используя определение механической работы, найдем работу силы тяжести и силы трения скольжения:
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 длина наклонной плоскости. Подставив полученные выражения для работ в равенство (22.1), получим следующее соотношение:
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Учитывая, что 
[image: image581.wmf]a
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, и проведя математические преобразования, получим выражение для изменения кинетической энергии тела:
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Подставив в последнее выражение числовые данные, найдем коэффициент трения:
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Ответ:  
[image: image584.wmf]0,2
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	Задача №23. Из орудия массы 
[image: image585.wmf]кг

450

M

=

 вылетает снаряд массы 
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 в горизонтальном направлении со скоростью 
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. После выстрела орудие откатывается на расстояние 
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. Найти среднюю силу торможения, действовавшей на орудие.
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На систему «снаряд – орудие» во время выстрела действуют следующие внешние силы: сила тяжести орудия 
[image: image589.wmf]g
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, сила тяжести снаряда 
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, сила реакции 
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 и сила торможения 
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. Изобразим эти силы на рисунке. Запишем закон изменения импульса системы за время выстрела 
[image: image593.wmf]t
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Направим ось ОХ по скорости снаряда. Спроектировав данное векторное равенство на эту ось, получим следующее соотношение:
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Величиной импульса силы 
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 можно пренебречь, поскольку время выстрела 
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 является бесконечно малой величиной 
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На орудие после выстрела действуют силы: 
[image: image600.wmf]g
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 и 
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. Запишем теорему об изменении кинетической энергии орудия при движении его до остановки:
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Работа силы тяжести 
[image: image604.wmf]g
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 и силы реакции 
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 равны нулю, так как угол между направлением этих сил и перемещением равен 
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. Работа тормозящей силы равна 
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F

180

cos

S

F

A

т

0

т

F

т

×

-

=

×

×

=

r

. С учетом этого равенство (23.2) примет следующий вид:
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По условию задачи конечная кинетическая энергия орудия равна нулю. Выразив величину начальной кинетической энергии орудия 
[image: image609.wmf]1
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 через его начальную скорость, и поставив в равенство (23.3), получим соотношение:
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Найдем из равенства (23.1) начальную скорость орудия 
[image: image611.wmf]1

V

, и подставив в равенство (23.4), получим выражения, из которого вычислим силу торможения:
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Ответ:  
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	Задача №24. С высоты 
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На систему «шар — пуля» во время удара действуют внешние силы: сила тяжести шара 
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 и сила тяжести пули 
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где 
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 начальный и конечный импульс системы соответственно.

Предположим, что время столкновения является бесконечно малой величиной, т.е. 
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. Запишем закон сохранения импульса в векторной форме:
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где 
[image: image631.wmf](
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 импульс системы до взаимодействия, 
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 импульс системы после взаимодействия. Спроектировав векторное равенство (24.2) на оси ОХ и OY, получим следующие соотношения:
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Выразив из полученных равенств 
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На участке АВ на шар действует только его сила тяжести 
[image: image639.wmf]g
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, которая является консервативной, поэтому механическая энергия шара на этом участке остается постоянной. Приравняем механическую энергию шара в точке 
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Выразив из равенства (24.5) величину скорости 
[image: image645.wmf]2
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 и, подставив в равенство (24.4), получим соотношение:


[image: image646.wmf](

)

2

2

1

2

2

2

1

1

1

3

m

m

h

H

g

2

m

m

m

V

m

V

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

×

×

×

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

=

.
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На участке траектории 
[image: image647.wmf]BC

 на систему «шар — пуля» действует сила тяжести 
[image: image648.wmf](
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, которая является консервативной, поэтому на этом участке выполняется закон сохранения механической энергии. Приравняв механическую энергию в точках 
[image: image649.wmf]B

 и 
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, получим выражение:
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где 
[image: image652.wmf]-
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 скорость системы в момент падения на землю.

Из данного равенства выразим скорость 
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Подставив в равенство (24.8) вместо 
[image: image655.wmf]3
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 правую часть соотношения (24.6), получим формулу для вычисления скорости системы в момент падения на землю:
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Поставив численные значения величин, входящих в последнее соотношение, найдем величину скорости 
[image: image657.wmf]4
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Ответ:  
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	Задача №25.  На вершине сферы радиусом 
[image: image660.wmf]м
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 лежит тело малых размеров. От небольшого толчка тело приходит в движение. Определить высоту относительно поверхности земли, на которой тело оторвется от поверхности сферы. Силой трения тела о поверхность сферы пренебречь.
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 происходит отрыв тела от поверхности сферы. В произвольной точке 
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 на тело действуют две силы: сила тяжести 
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 и сила реакции 
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. Обе силы являются консервативными, поэтому механическая энергия тела на участке 
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 постоянна. Запишем закон сохранения энергии для точек 
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 и 
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С учетом того, что
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В точке отрыва тела от поверхности сферы на него действует только сила тяжести. Запишем второй закон Ньютона в точке 
[image: image672.wmf]B

 в проекции на ось ОХ:
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Подставим в равенство (25.3) вместо 
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Из треугольника 
[image: image676.wmf]ODB

 находим 
[image: image677.wmf]a
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 и, подставив в равенство (25.4), имеем следующее соотношение:
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Из полученного равенства найдем 
[image: image679.wmf]2
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 и поставим это выражение в равенство (25.2), получим уравнение для высоты 
[image: image680.wmf]h
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Сократив в последнем уравнении 
[image: image682.wmf]g
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 и, решив полученное уравнение относительно 
[image: image683.wmf]h

, получим формулу для вычисления высоты:
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Ответ:   
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	Задача №26
. На гладкой горизонтальной плоскости лежат две небольшие шайбы, каждая массы 
[image: image686.wmf]m

, которые соединены между собой пружинкой. Одной из шайб сообщили начальную скорость 
[image: image687.wmf]0

V

. Найти механическую энергию вращательного и колебательного движений этой системы .
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На систему во время движения дествуют следующие внешние силы: 
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– соответственно сила тяжести первого и второго шарика; 
[image: image689.wmf]12

N, N

rr

– силы реакций первого и второго шарика. При установившемся движении центр масс этой системы будет совершать прямолиниейное равномерное движение со скорстью 
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, и кроме того, шарики будут соверщать вращательное и колебательное движения около центра масс.

Т.К. сумма внешних сил равна нулю, то для нахождения скорости центра масс воспользуемся законом сохранения импульса:
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Учитывая что 
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, получим следующее выражение для скорости центра масс: 
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Находим кинетическую энергию поступательного движения системы
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На систему во время движения действуют консервативные силы 
[image: image697.wmf]12

mg, mg

rr

 и сила упругости пружины, а также силы реакций 
[image: image698.wmf]12

N, N

rr

, при чем работа последних сил равна нулю, поэтому механическая энергия рассматриваемой системы будет постоянной во время ее движения. Запишем закон сохранения механической системы 

[image: image699.wmf]2
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(26.1)
где 
[image: image700.wmf]2

W

– представляет собой механическую энергию колебательного и вращательного движения системы. Заметим, что механическая энергия колебательного движения представлена суммой кинетической и потенциальной энергии.
Из равенства (26.1) находим искомую энергию 
[image: image701.wmf]2
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Ответ:   
[image: image703.wmf]2
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Задача №27
. Нить переброшена через гладкие горизонтальные стержни 1 и 2, на ее концах и в середине подвешены одинаковой массы грузы А, В, С (см. рис.). Расстояние между стержнями равно L. В некоторый момент груз С осторожно отпустили, и система пришла в движение. Найти скорость груза С в момент, когда кинетическая энергия системы максимальна.


[image: image815.wmf]dS

r

При осторожном отпускании груза С в системе возникают колебания только в плоскости чертежа. Кинетическая энергия достигает максимальной величины тогда, когда система находится в положении равновесия. Построим силы действующие на груз С в положении равновесия (рис. 1.) и определим необходимый для решения данной задачи угол 
[image: image704.wmf]a

. Запишем первый закон Ньютона в проекции на ось OY

[image: image705.wmf]mg
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(27.1)
Записав условия равновесия для груза А, можно показать что 
[image: image706.wmf]Tmg

=

. С учетом этого из равенства (27.1) находим величину угла 
[image: image707.wmf]a

: 
[image: image708.wmf]0
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.
В данной задача предполагается то, что нить является нерастяжимой. С учетом этого изобразим (рис. 2.) положение груза 
[image: image709.wmf]С

 в моменты времени 
[image: image710.wmf]t

 и 
[image: image711.wmf]tdt

+

, где 
[image: image712.wmf]dt

– бесконечно малый промежуток времени движения. Обозначим бесконечно малое перемещение груза 
[image: image713.wmf]C

 через 
[image: image714.wmf]dh

, а груза 
[image: image715.wmf]B

 –– 
[image: image716.wmf]1

dh

.

Из рис. 2 видно что перемещенияя 
[image: image717.wmf]1

dh

 и 
[image: image718.wmf]dh

 связаны соотношением

[image: image719.wmf]1
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Разделим обе части последнего равенства на бесконечно малый промежуток времени движения 
[image: image720.wmf]dt

, получим соотношение для скорости грузов 
[image: image721.wmf]B

 и 
[image: image722.wmf]C
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Обозначим 
[image: image724.wmf]AB
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, и учитывая что для положения равновесия 
[image: image725.wmf]0
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 , получим выражение для скоростей точек 
[image: image726.wmf]B

 и 
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(27.2)
[image: image816.wmf]X

При колебательном движении грузов на каждый из них дествуют консервативные силы 
[image: image729.wmf]ABC
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, и кроме того силы натяжения нитей 
[image: image730.wmf]ABC
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. Можно доказать, что сумма работ сил 
[image: image731.wmf]ABC
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 равна нулю, поэтому нет неконсервативных сил, совершающих работу. Следовательно в данном случае полная механическая энергия грузов 
[image: image732.wmf]A, B, C

 на изменяется. Запишем закон сохранения механической энергии для начального положения и положения равновесия (рис. 3.)
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С учетом того,что 
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, получим упрощенное выражение для закона сохранения механической энергии:
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(27.3)
Из рис. 2. видно, что перемещения грузов 
[image: image738.wmf]A, B

 (h1) и перемещение груза 
[image: image739.wmf]C

 (h) связаны с расстоянием между стержнями (
[image: image740.wmf]L

) соотношениями:
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Из этих соотношений вместо 
[image: image742.wmf]h

 и 
[image: image743.wmf]1
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 подставим в последнее равенство (27.3), получим следующее выражение:
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Учтем, что 
[image: image745.wmf]0
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, найдем искомое выражение для скорости груза 
[image: image747.wmf]C
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Ответ:  
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	Задача №28
. Небольшая шайба массы 
[image: image750.wmf]m

 без начальной скорости соскальзывает с гладкой горки с высотой 
[image: image751.wmf]h

 и попадает на доску массы 
[image: image752.wmf]M

, лежащую у основания горки на гладкой горизонтальной поверхности (см. рис. 1.). Вследствие трения между шайбой и доской шайба тормозится и, начиная с некоторого момента, движется вместе с доской как единое целое. Найти суммарную работу сил трения в этом процессе и расстояние, пройденное шайбой относительно доски, если коэффициент трения шайбы о доску равен 
[image: image753.wmf]m

.


[image: image817.wmf]1
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При движении шайбы по гладкой горке, на нее действует сила тяжести 
[image: image754.wmf]mg

r

, котрая является консервативной, а также сила реакции 
[image: image755.wmf]N

r

, работа которой по всей траектории шайбы на горке равна нулю, т.к. на любом бесконечно малом участке траектории сила реакции перпендикулярна ему. Поскольку нет неконсервативных сил, совершающих работу на участке АВ, то на всем протяжении этого участка полная механическая энергия не изменяется со временем. Запишем закон сохранения энергии
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(28.1)
где 
[image: image757.wmf]V

– скорость шайбы в точке В.
Из равенства (28.1) находим скорость шайбы 
[image: image758.wmf]V

: 
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На систему «шайба–доска» при их совместном движении дествуют внешние силы: 
[image: image760.wmf]mg
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r

, 
[image: image761.wmf]Mg

×
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– сила тяжести шайбы и доски соответствено, 
[image: image762.wmf]1
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r

– сила реации горизонтальной поверхности. Поскольку сумма этих внешних сил равна нулю, импульс системы «шайба–доска» сохранется во времени. Запишем закон сохранения импульса системы «шайба–доска», и выразим скорость их совместного движения 
[image: image763.wmf]1
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(28.3)
При проскальзывании шайбы по доске на нее со стороны доски допольнительно действуют сила реакции 
[image: image765.wmf]2
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 и сила трения 
[image: image766.wmf]тр
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, а на доску со стороны шайбы –– сила реакции 
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 и сила трения 
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. Из указанных сил, действующих на систему «шайба–доска» неконсервативными силами, совершающие работу, являются только силы 
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 и 
[image: image770.wmf]'
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. Запишем закон изменения полной механической энергии, которая в данном случае представлена кинетической энергией
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(28.4)
Используя соотношения (28.2) и (28.3) находим сумарную работу силы трения
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[image: image818.wmf]2

V

r

Изобразим на рис. 2 векторы перемещениий шайбы и доски относительно поверхности земли 
[image: image773.wmf]1

S

r

 и 
[image: image774.wmf]2
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, а также покажем направление сил трения 
[image: image775.wmf]тр
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 и 
[image: image776.wmf]'
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. Используем понятие работы, выразим сумарную работу силы трения через перемещения
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(28.5)

По третьему закону Ньютона 
[image: image778.wmf]тртр
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[image: image779.wmf]тр

Fmg

=m××

. С учетом последнего соотношения равенство (28.5) преобразуется к виду
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Очевидно, что разность перемещений шайбы и доски относительно поверхности Земли равно перемещению шайбы относительно доски, т.е.
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Из равенства (28.7) вместо 
[image: image782.wmf]12
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 подставим в равенство(28.7), получим следующее соотношение:
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Приравняв правые части равенств (28.5) и (28.9), будем иметь искомое соотношение для вычисления перемещения шайбы относительно доски
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Ответ:    
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� Здесь под силами понимаются те из них, которые являются мерой взаимодействий.


� Материал для дополнительного изучения


� Задача повышенной сложности


� Задача повышенной сложности


� Задача повышенной сложности


� В это выражение входят мгновенные значения сил.


� Материал для дополнительного изучения.


� Под замкнутой (изолированной) понимается система, на которую внешние силы не действуют.


� Вектор � EMBED Equation.DSMT4  ��� должен быть настолько малым, что на всем его протяжении вектор силы � EMBED Equation.DSMT4  ��� не менялся ни по величине, ни по направлению.


� Задача повышенной сложности


� В неинерциальных системах отсчета в сумму работ добавляют работы сил инерции.


� Задача повышенной сложности


� Задача повышенной сложности


� Задача повышенной сложности
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