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ДИНАМИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 

§4.1. Момент силы, момент импульса, момент инерции 
При изучении закономерностей поступательного движения твердого тела* 

было установлено, что основным уравнением, описывающим данный тип 
движения, является второй закон Ньютона. Установлено: характеристики 
движения тела зависят как от выбора систем отсчета, так и от интенсивности 
взаимодействия тела с окружающими его телами (в инерциальных системах 
отсчета характеристики движения определяются только взаимодействием). 
Для измерения интенсивности взаимодействий использовали величину, на-
зываемую силой, а инертность при поступательных движениях оценивали 
массой тела. Оказывается, для вращательных движений результат взаимо-
действия зависит как от силы и ее направления, так и от точки приложения. В 
сказанном нетрудно убедиться на следующем примере: если два человека 
прикладывают одинаковые усилия перпендикулярно двери, то она будет 
вращаться в направлении той силы, точка приложения которой наиболее 

удалена от оси вращения. Для вращательных движений мерой взаимодейст-
вия является момент силы.  

Рассмотрим понятие момента силы F


 относительно некоторой точки O . 
Построим вектор силы F


 и ее линию действия (пунктирная линия на рис. 

4.1.а). Проведем перпендикуляр из точки O  к линии действия силы, величи-
ну которого обозначим d  и назовем его плечом силы. Величиной момента 
силы относительно точки O  называется произведение величины силы 
на ее плечо, т.е.: 

dFM 


.       (4.1) 

Единицы измерения момента силы в системе СИ– мН  .  
Для того, чтобы в дальнейшем интенсивно использовать аппарат вектор-

ной алгебры, введем понятие вектора момента силы.  

                                         
* АБСОЛЮТНО ТВЕРДОЕ ТЕЛО – модельное понятие классической механики, 

обозначающее совокупность материальных точек, расстояния между которыми сохраня-
ются в процессе любых движений, совершаемых этим телом. 
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Проведем из точки O  в точку приложения силы F


 радиус–вектор r , и 
назовем его радиус–вектор силы. Из рис. 4.1.а видно, что: 

sin rd  .      (4.2) 

С учетом соотношения (4.2), равенство (4.1) примет вид: 

sin rFM 
.     (4.3) 

Последнее соотношение позволяет записать для вектора момента силы M


 
следующее равенство: 

FrM


 .      (4.4) 

Порядок перемножения векторов Fr


  выбирают из соображений так, 
чтобы векторы MFr

 ,,  образовывали правую тройку векторов (см. рис. 
4.1.б). Направление вектора момента силы M


 относительно точки O  опре-

деляется по правилу «буравчика». 
Вращаем буравчик от вектора r  к 
вектору F


, тогда его поступатель-

ное движение указывает на на-
правление вектора момента силы 
M


. Важно помнить, что направ-
ление вектора M


 всегда перпен-

дикулярно плоскости, в которой 
расположены векторы r  и F


, или 

rM 
  и FM


 . 

Если радиус–вектор силы задан 
в декартовой системе координат 
соотношением 

krjrirr zyx


 , а сам век-

тор силы как– kFjFiFF zyx


 , ( kji


,, единичные вектора прямо-

угольной декартовой системы координат) то вектор момента силы находится 
следующим образом: 

      kFrFrjFrFriFrFr
FFF
rrr
kji

M xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx





   (4.4.а) 

Кроме вектора момента силы, в динамике твердого тела часто пользуются 
проекцией этого вектора на некоторую осьOZ , иначе эту величину называют 
моментом силы относительно оси. Выберем точку O  и построим векторы r  
и F


 так, как показано на рис. 4.2.  
Из точки O  построим вектор момента силы M


, относительно этой точки. 

Выберем произвольно ось OZ  (см. рис. 4.2), и проведем перпендикуляр из 
конца вектора M


 на ось OZ , получим составляющую вектора ZM


 по оси. 
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Кроме того, построим плечо силы d  и отрезок, перпендикулярный оси OZ  и 
линии действия силы F


, величину которого обозначим   и назовем плечом 

силы F


 относительно оси OZ . 
Из рис. 4.2 видно, что длина составляющей ZM


 связана с длиной вектора 

M


 следующим соотношением  coscos  dFMM Z


, но 

  cosd . Подставляя из последнего равенства cosd  в предыдущее, 
имеем следующее соотношение для проекции момента силы на ось OZ : 

 FM Z


.      (4.5) 

Таким образом, величина проекции момента силы на ось OZ (момент 
силы относительно оси OZ ) равна произведению величины силы на ее 
плечо относительно оси OZ . 

Важно помнить, что последнее соотношение позволяет находить толь-
ко величину проекции вектора M


 на ось OZ . Знак проекции определяется по 

рисунку. Кроме того, если вектор силы параллелен оси OZ , или ось OZ  ле-
жит в плоскости векторов r  и F


, то проекция вектора M


 на эту ось рав-

на нулю.  
Важной характеристикой динамики твердого тела является момент им-

пульса. Введем понятие момента импульса материальной точки относитель-
но заданной точки O . 

Рассуждая также, как делали при построении момента вектора силы, по-
строим вектор момента импульса (см. рис. 4.3.а), где h  перпендикуляр, 
опущенный из точки O  на линию действия вектора импульса есть плечо 
этого вектора относительно точки O . 

Вектор момента импульса L


 материальной точки относительно за-
данной точки O  равен векторному произведению радиус–вектора, про-
веденного из точки O  в точку приложения импульса на вектор импуль-
са, т.е.: 

 VmrPrL


 .    (4.6) 

Единицы измерения вектора момента импульса в системе СИ– 2

2

с
мкг  .  

Векторы LPr
 ,,  образуют правую тройку векторов (см. рис. 4.3.б). На-

правление вектора момента импульса L


 относительно точки O  определяется 
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по правилу «буравчика». При вращении буравчика от вектора r  к вектору P


, 
его поступательное движение укажет на направление вектора момента им-
пульса L


. 

Важно помнить, что направление вектора L


 всегда перпендикулярно 
плоскости, в которой расположены векторы r  и P


, или rL 

  и PL


 . 
Если радиус–вектор импульса задан в декартовой системе координат со-

отношением krjrirr zyx


 , а сам вектор импульса как–

kPjPiPP zyx


 , то вектор момента импульса находится из соотно-

шения: 

      kPrPrjPrPriPrPr
PPP
rrr
kji

L xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx





   (4.6.а) 

Величина вектора момента импульса материальной точки L


 равна про-

изведению величины вектора импульса P


 на его плечо, т.е.: 

hVmhPL 


.     (4.7) 

Величина проекции момента импульса на ось OZ (момент импульса 
относительно оси OZ ) равна произведению величины импульса мате-
риальной точки на его плечо* относительно оси . 

Важно помнить, что последнее определение позволяет находить только 
величину проекции вектора L


 на ось OZ . Кроме того, если вектор импульса 

параллелен оси OZ , или ось OZ  лежит в плоскости векторов r  и P


, то 
проекция вектора L


 на эту ось равна нулю. 

 Введем понятие вектора момента импульса твердого тела. Момент им-
пульса, как и большинство физических величин, является величиной адди-
тивной*. Возьмем твердое тело и разобьем его на бесконечно малые части, 
такие, что размер части пренебрежимо мал по сравнению с размерами твер-
дого тела. Определим момент импульса каждой части ( iii prL 

 ). Момент 
импульса всего тела равен при этом сумме моментов всех его частей, т.е.: 





n

i
ii

n

i
i prLL

11


.     (4.8) 

Таким образом мы ввели понятие величины, которая является аналогом 
вектора импульса твердого тела для поступательного движения. 

                                         
* Расстояние от линии действия вектора импульса материальной точки до оси OZ ). 
* Аддитивность (от лат. additio — прибавление) — свойство величин, заключающееся 

в том, что сумма значений величин, соответствующих частям объекта, равна значению 
величины, соответствующей целому объекту. 
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Для поступательных движений тел мерой инертности* является масса. 
Способность тел сохранять состояние равномерного вращения в отсутствии 
моментов внешних сил зависит не только от их массы, но и от конфигурации 
этих тел. Очевидно, что из двух маховиков с равными массами, маховик, 
имеющий больший радиус, обладает большей способностью сохранять рав-
номерное вращательное движение. Для этих целей вводится понятие момен-
та инерции.  

Введем в начале понятие момента инерции материальной точки относи-
тельно заданной точки O  и оси OZ .Выберем материальную точку массой 
m . Проведем из заданной точки O  радиус–вектор r  в данную точку, рас-
стояние от нее до оси OZ  обозначим через   (см. рис. 3.4).  

Моментом инерции материальной точки относительно 
выбранной точки O  называется величина, равная произ-
ведению массы материальной точки на квадрат расстоя-
ния от нее до точки O , т.е. 

2rmJO  .    (4.9) 

Моментом инерции материальной точки относительно 
оси OZ  называется величина, равная произведению мас-
сы точки на квадрат расстояния от материальной точки 
до оси OZ , т.е. 

2 mJ Z .      (4.10) 

Единицы измерения момента инерции в системе СИ – 2мкг  . 
Введем понятия момента инерции твердого тела, используем для этого 

свойство аддитивности этой величины. Разобьем твердое тело на n  беско-
нечно малых частей, найдем момент инерции каждой части относительно 
точки O ( 2

ii rm  ). Момент инерции твердого тела относительно точки O  
равен сумме моментов инерции бесконечно малых его частей, т.е.: 





n

i
iiO rmJ

1

2 .     (4.11) 

Момент инерции твердого тела относительно оси OZ  равен сумме 
произведений масс бесконечно малых частей на квадрат расстояний от 
данных частей до оси OZ , т.е.: 





n

i
iiZ mJ

1

2 .     (4.12) 

                                         
* ИНЕРТНОСТЬ (инерция) в механике, свойство тела сохранять состояние равномерного прямолиней-

ного движения или покоя, когда действующие на него силы отсутствуют или взаимно уравновешены. 
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Z

O



4.4.Рис

m
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Чем точнее мы хотим оценить момент инерции тела с помощью указан-
ных сумм, тем большее число бесконечно малых частей мы должны брать, 
поэтому точные значения моментов инерций твердого тела относительно 
точки O  и оси OZ  будут совпадать с пределами от правых частей равенств 
(4.10) и (4.11) при условии, что 0m , т.е.: 

dmrrmJ
n

i
iimO 





  



2

1

2

0
lim ,  






 


dmmJ

n

i
iimZ

2

1

2

0
lim  . (4.12а) 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какие характеристики вращательного движения аналогичны векто-
ру силы и вектору импульса при поступательном движении? 

2. Что называется плечом вектора силы относительно точки?  
3. Что называется плечом вектора силы относительно оси?  
4. Дайте определение вектора момента силы относительно точки. Как 

вычисляется проекция момента силы на ось (величина момента си-
лы относительно оси)? 

5. В каких единицах в системе СИ измеряется момент силы? 
6. Как определяется направление вектора момента силы? В каких слу-

чаях его величина равна нулю? 
7. Зная, что радиус-вектор силы задан выражением 

krjrirr zyx


 , и сам вектор силы как –

kFjFiFF zyx


 , запишите соотношение, по которому 

можно рассчитать вектор момента силы. 
8. Что называется плечом вектора импульса относительно точки?  
9. Что называется плечом вектора импульса относительно оси?  
10. Дайте определение вектора момента импульса материальной точки 

относительно заданной точки. Как вычисляется проекция момента 
импульса материальной точки на ось (величина момента импульса 
относительно оси)? 

11. В каких единицах в системе СИ измеряется момент силы? 

12. Как определяется направление вектора момента импульса? В каких 
случаях его величина равна нулю? 

13. Зная, что радиус-вектор импульса задан как – 
krjrirr zyx


 , и сам вектор силы как –

kPjPiPP zyx


 , запишите соотношение, по которому 

можно рассчитать вектор момента импульса материальной точки. 
14. Что понимается под свойством аддитивности? 
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15. Дайте определение вектора момента импульса твердого тела. Как 
вычисляется величина проекции момента импульса тела на ось (мо-
мент импульса относительно оси)?  

16. В каких единицах в системе СИ измеряется момент импульса? 

17. Что называется моментом инерции материальной точки относи-
тельно некоторой точки? 

18. Дайте определение момента инерции материальной точки относи-
тельно заданной оси. 

19. Сформулируйте определение момента инерции твердого тела отно-
сительно точки.  

20. Как находится момент инерции тела относительно оси? 
 

Примеры решения задач 
Пример 1. Дано очень тонкое кольцо, масса которого m  и радиус R . Найти момен-

ты инерции относительно оси OX , расположенной в плоскости кольца и проходящей 
через его центр. 

Решение. Для вычисления момента инерции очень тонкого кольца воспользуемся со-
отношением (4.12а). Для этого кольцо разобьем на бесконечно 
малые части длиной dl и массой dm . 

Введем линейную плотность кольца d . Выразим массу 
бесконечно малого участка через длину и его линейную плот-
ность, получим следующее выражение: 

dldm   .     (1) 

Длина участка dl  является дугой окружности радиусом R , 
поэтому ее величина связана с бесконечно малым углом соот-
ношением 

dRdl  .     (2) 

Из равенства (2) вместо dl  подставим в равенство (1), получим выражение: 

 dRdm  .      (4) 

Обозначим расстояние от бесконечно малого участка до оси OX  через r , и и выра-
зим его через радиус кольца 

sin Rr .       (5) 

Запишем соотношение (4.12а) для момента инерции кольца относительно оси OX  

dmrJ   2 .       (6) 

Из равенств (4) и (5) вместо dm  и r  подставим в равенство (6) получим 

  





 


 

0

2

2
2sin

2
1

2
2cos1sin 3

2

0

3
2

0

2










RdRdRRJ . 

Подставим пределы интегрирования, получим выражение для момента инерции кольца 

X

O

d
dlr
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3RJ   .      (7) 

Выразим линейную плотность кольца   через его массу m  и длину R2 , будем 
иметь выражение 

R
m






2

.       (8) 

Из равенства (8) вместо линейной плотности   подставим в равенство (7), получим 
окончательную формулу для момента инерции кольца относительно оси OX  

25,0 RmJ  . 

Пример 2*.  Радиус–вектор силы задан в виде kjir


 432 , а вектор силы 

– kjiF


 635 . Найти: 1) вектор момента силы и проверить правильность 
расчетов; 2) модуль вектора момента силы; 3) угол между вектором момента силы и 
осью OZ ; 4) плечо вектора момента силы относительно оси OZ . 

Решение. Для определения вектора момента силы используем соотношение (4.4.а): 

       

.93230

533262544363
635

432

kji

kji
kji

FFF
rrr
kji

M

zyx

zyx













  

Зная, что вектор момента силы перпендикулярен векторам r  и F


, проверим орто-
гональность векторов, например r  и M


, т.е. вычислим их скалярное произведение, т.е.: 

    .094323302  zzyyxx MrMrMrMr


 

Т.к. скалярное произведение векторов r  и M


 равно нулю, то rM 
 . Это значит, 

что вектор M


 найден правильно. 
Для вектора момента силы имеем выражение .93230 kjiM


  

Величину момента силы находим из известного математического равенства  

    .78,44200593230 222222 мНMMMM ZYX 


 

Найдем угол между вектором момента силы и осью OZ по его проекции на эту ось, 

т.е.: .132
78,44
30arccosarccoscos 0






 

















M
M

MM z
z 


   

Плечо вектора момента силы относительно оси OZ  находим из равенства  

 
.43,0

635

30
222222

м
FFF

M

F

M
FM

zyx

ZZ
Z 
















  

                                         
*Задача повышенной сложности 
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Пример 3*. Радиус–вектор силы, выходящей из точки O , задан 
kjir


 432 , а вектор импульса kjiP


 453 . Найти: 1) вектор 
момента импульса; 2) величину момента импульса; 3) плечо вектора момента импульса 
относительно точки O  3) проверить ортогональность (перпендикулярность) векто-
ров r , L


 и P


, L


. 

Решение. Вектор момента импульса находим из соотношения (6.6.а) 

          

.19432

335242345443

kji

kji
PPP
rrr
kji

L

zyx

zyx










  

Величину момента импульса определяем через его проекции на оси координат по из-
вестной формуле 

      .4,37140119432
2222222

с
мкгLLLL ZYX



 

Зная, что величина момента импульса относительно точки равна произведению вели-
чины вектора импульса на его плечо относительно точки O , находим плечо вектора мо-
мента импульса из равенства (4.7) 

   
.3,5

453

4,37
222222

м
PPP

L

P

L
h

zyx















 

Известно, что скалярное произведение перпендикулярных векторов равно нулю. Ис-
пользуя этот факт, проверим ортогональность векторов r , L


 и P


, L


, для чего найдем 
их скалярные произведения 

    .019443322  zzyyxx LrLrLrLr


 

        .019445323  zzyyxx LPLPLPLP


 

Таким образом скалярные произведения соответствующих пар векторов равны нулю, 
то r , L


 и P


, L


 являются ортогональными векторами.  
 
 
 

                                         
* Задача повышенной сложности. 
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Пример 4*. Небольшая шайба массой г050,0 кm   начинает скользить с вершины 
гладкой наклонной плоскости, высота которой мh 1 , угол наклона плоскости к гори-

зонту 015  (см. рис.) Найти величину момента импульса шайбы относительно оси 
O , перпендикулярной плоскости рисунка, через ct 3,1  после начала движения. 

Решение. Определим вначале величину вектора ускоре-
ния, для чего запишем второй закон Ньютона в векторном 
виде Ngmam


 . Спроектируем это равенство на 

ось, направленную вдоль направления движения шайбы, по-
лучим соотношение sin gmam . Делим обе части 
равенства на массу шайбы, находим величину ускорения 

sin ga . 
Заметим, что вектор ускорения направлен по направлению движения шайбы. Нахо-

дим проекции вектора импульса шайбы на оси координат, учитывая при этом, что на-
чальная скорость шайбы равна нулю. 

 
 

.0

,sinsin
,cossincos

2







z

yy

xx

P

tgmtamVmP
tgmtamVmP





 

Записываем уравнения движения шайбы по осям координат OX , OY  и OZ  

 

 

  .0
2

000
2

,
2

sin
2

sinsin0
2

,
2
cossin

2
cossin00

2
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2222
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222
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
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






















tt
ta

tVztz

tghtgth
ta

tVyty

tgtgt
ta

tVxtx

z
z

y
y

x
x





 

Вычисляем вектор момента импульса из соотношения (4.6.а) 

     

 

.cossin

2
sincossinsin

2
cossin

0sincossin

0,
2

sin
2
cossin

22
2

2

2

222

ktgmh

ktghtgmtgmtg

tgmtgm

tghtg
kji

PPP
tztytx

kji

PPP
rrr
kji

L

zyxzyx

zyx

























 























 

.cossin ktgmhL


   
Таким образом, имеем вектор момента импульса, направленный против оси OZ . На 

рисунке вектор L


 направлен перпендикулярно его плоскости от нас. Величина вектора 
момента импульса равна  

.159,03,115cos15sin81,905,01cossin
200

с
мкгtgmhL  


 

                                         
*Задача повышенной сложности. 
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§4.2. Взаимосвязь моментов инерций тела относительно трех взаимно 
перпендикулярных осей и момента инерции относительно их точки     

пересечения. Теорема Штейнера–Гюйгенса 
Решение многих физических задач значительно упрощается, если пользо-

ваться следующим утверждением: сумма моментов инерций твердого тела 
относительно трех взаимно перпендикулярных осей OX , OY , OZ , пере-
секающихся в точке O , равна удвоенному моменту инерции этого тела 
относительно точки пересечения O , т.е.: 

OZYX JJJJ  2 .      (4.13) 

Докажем это утверждение. Поместим начало координат прямоугольной 
декартовой системы в точку O . Вы-
берем произвольное тело, и разобьем 
его на n  бесконечно малых частей. 
Радиус–вектор i той части обозна-
чим ir

 , координаты данной части 
обозначим iii zyx ,, . Из рисунка 4.5 
видно, что квадрат радиус–вектора 
i той части равен 2222

iiii zyxr  , 
а квадраты расстояний i той части 
до осей OZOYOX ,,  соответственно 
равны 

222

222222 ,,

iiZ

iiYiiX

yx

zxzy

i

ii








. (4.14) 

Запишем моменты инерций тела относительно осей OZOYOX ,,  и их точ-
ки пересечения O  

 



n

i
iii

n

i
XiX zymmJ

i
1

22

1

2 ,    (4.15) 

 



n

i
iii

n

i
YiY zxmmJ

i
1

22

1

2 ,    (4.16) 

 



n

i
iii

n

i
ZiZ yxmmJ

i
1

22

1

2 ,    (4.17) 

 



n

i
iiii

n

i
iiO zyxmrmJ

1

222

1

2 ,   (4.18) 

Сложим равенства (4.15)–(4.17), получим следующее соотношение: 

i
im

ir

Z

Y

X

O

ix

iy

iZ


5.4.Рис

222
iiiZ yx 
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     

      

      .
1

222222

1

222222

1
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1
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1
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
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i
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n
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i
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i
iiiZYX

yxzxzym

yxmzxmzym

yxmzxmzymJJJ

 

Приведем подобные слагаемые в последнем соотношении, получим ра-
венство 

   

.22

22

1

2

1

222

1

222

O

n

i
ii

n

i
iiii

n

i
iiiiZYX

Jrm

zyxmzyxmJJJ











  

Что и требовалось доказать. 
Следует заметить, что доказанное утверждение редко встречается в учеб-

ных материалах по физике. Однако, использование этой теоремы значитель-
но упрощает решение многих задач. 

Физический смысл этой теоремы заключается в том, что сумма момен-
тов инерции твердого тела относительно трех взаимно перпендикулярных 
осей пересекающихся в одной точке не зависит от направления этих осей по 
отношению к выбранному телу, а зависит только от распо-
ложения их точки пересечения. 

Вычисление момента инерции твердого тела произвольной 
формы относительно некоторой оси в большинстве случаев 
представляет довольно сложную задачу. Однако, в том случае, 
когда известен момент инерции этого тела относительно оси 
проходящей через центр масс и параллельной заданной оси, 
задача значительно упрощается. 

Для этого используют теорему Штейнера–Гюйгенса: мо-
мент инерции J  тела относительно произвольной оси 22 ZO  
равен моменту инерции CJ  относительно оси 11ZO , парал-
лельной данной и проходящей через центр масс тела (точка 
C ), плюс произведение массы m  тела на квадрат расстояния d  между 
осями: 

2dmJJ C        (4.19) 

Теорема Штейнера–Гюйгенса широко используется как в физике, так и в 
теоретической механике и решении задач по сопротивлению материалов. 

C

1O

1Z2Z

2O

d

6.4.Рис
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Вопросы для самоконтроля 

1. Сформулируйте утверждение о взаимосвязи моментов инерции тела 
относительно трех взаимно перпендикулярных осей и момента 
инерции тела относительно точки пересечения этих осей. 

2. Сформулируйте и докажите теорему Штейнера–Гюйгенса.  
3. В каких целях теорема Штейнера–Гюйгенса обычно используется? 
4. Дайте определение центра масс, и приведите формулы для вычис-

ления координат точки центра масс. 
 
 
 

Таблица 4.1 
Формулы моментов инерции некоторых тел 

Момент инерции сферы 
 2RmIO   

2

3
2 RmIII ZYX   

Момент инерции шара 
 2

5
3 RmIO   

2

5
2 RmIII ZYX   

Момент инерции тонкого кольца 
 2RmIO   

2

2
1 RmII YX  ,  2RmI Z   

Момент инерции тонкого диска 
 2

2
1 RmIO   

2

4
1 RmII YX   ,  2

2
1 RmI Z   

Момент инерции тонкого стержня 
 2

12
1 LmIO   

2

12
1 lmII ZX   ,  0YI  
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Примеры решения задач 
Пример 5. Дано очень тонкое кольцо, масса которого m  и радиус R . Найти: 1) мо-

мент инерции кольца относительно его центра; 2) моменты инерции относительно осей 
OZOYOX ,,  (см. рис. к задаче); 3) момент инерции кольца относительно оси 21OO , 

которая является его касательной. 
Решение. Найдем момент инерции кольца относительно точки O , для этого разо-

бьем его на бесконечно малые части. Учтем, что для всех 
частей кольца расстояние до точки O  одинаково и равно 
R . Запишем выражение для момента инерции твердого 
тела относительно точки O  

.2

1

2

1

2

1

2 RmmRRmrmJ
n

i
i

n

i
i

n

i
iiO  



 
Важно помнить, что вышеприведенное соотношение справедливо для бесконечно 

тонкого кольца. Из рисунка видно, расстояние от оси OZ до всех бесконечно малых час-
тей одинаково, и равно R , поэтому момент инерции кольца относительно этой оси ра-
вен моменту инерции его относительно точки O , т.е. .2RmJJ OZ   

Запишем соотношение (4.13), учтем при этом предыдущее соотношение, получим 
следующее выражение: 

.22 222 RmJJRmRmJJJJJJ yxyxOzyx   

Т.к. кольцо симметрично относительно оси OX  и OY , то моменты инерции его 
относительно этих осей одинаковы yx JJ  . С учетом этого, предыдущее равенство 
приводит с следующему результату: 

.
2

2RmJJ yx


  

Выберем ось 21OO , которая является касательной к кольцу и параллельна оси OX  
(см. рис. к задаче). Найдем момент инерции кольца относительно этой оси по теореме 
Штейнера–Гюйгенса 

.
2

3
2

3
2

22
2

2
2

2121

RmJRmRmRmRmJJ OOxOO








  

Пример 6. Физический маятник представляет собой стер-
жень длиной мL 1  и массой кгm 11   с прикрепленным к од-
ному из его концов диском массой кгm 5,02   и радиусом 

мR 25,0 . Определить момент инерции ZJ  такого маятника 
относительно оси OZ , проходящей через точку O  на стержне 
перпендикулярно плоскости чертежа (см. рис.). 

Решение.  Общий момент инерции маятника равен сумме 
моментов инерции стержня 1zJ  и диска 2zJ : 

21 zzz JJJ  .      (1) 
Формулы, по которым вычисляются моменты инерции 

стержня 1CJ  и диска 2CJ относительно осей, проходящих через 
их центры масс, даны в табл. см. выше. Чтобы определить моменты инерции 1zJ  и 2zJ , 
надо воспользоваться теоремой Штейнера–Гюйгенса: 

O

1
C

2
C

L

3
L

1d

2d

R

R
O

X

Y

Z

ir
 im

1O

2O
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2dmJJ C  .     (2) 
Выразим момент инерции стержня согласно формуле (2): 

2
11

2
11 12

1 dmLmJ z     . 

Расстояние 1d  между осью OZ  и параллельной ей осью, проходящей через центр 

масс 1C  стержня, как следует из рис., равно 
6321
LLLd  l. С учетом этого запи-

шем 

2
1

2

1
2

11 9
1

612
1 LmLmLmJ z 






 .     

Момент инерции диска в соответствии с формулой (2) равен 
2
22

2
22 2

1 dmRmJ z  .       

Расстояние 2d  между осью OZ  и параллельной ей осью, проходящей через центр 

масс диска, равно (см. рис.) RLRLLRLdd 
3
2

26212 . С учетом это-

го запишем 
2

2
2

22 3
2

2
1







  RLmRmJ z .      

Подставив полученные выражения 1zJ  и 2zJ в формулу (1), найдем 
2

2
2

2
2

1 3
2

2
1

9
1







  RLmRmLmJ z .     

Произведя вычисления, получим значение момента инерции физического маятника 
относительно оси OZ: 2547,0 мкгJ z  . 

Пример 7*.  Однородный диск радиусом R имеет круглый вырез (см. рис.). Масса ос-
тавшейся (заштрихованной) части диска равна m . Найти момент инерции такого дис-
ка относительно оси, перпендикулярной к плоскости диска и проходящей через его центр 
масс. 

Решение.  
Обозначим массу диска без выреза M , массу вырезанного диска 1m  и его радиус 1r . 

Учтем что 
21
Rr  . Найдем поверхностную плотность диска с вы-

резом 
 
 

  2222
1

2
1 3

4
5,0 R

m
RR

m
rR

m
SS

m














 , 

где S  площадь диска без выреза, 1S  площадь выреза. 
 
 

                                         
*Задача повышенной сложности 

X
O

R

O C
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Найдем массу диска без выреза и массу выреза 

mR
R

mSM 



3
4

3
4 2

2 


 , 

mR
R

mSm 






3
1

43
4 2

211



 . 

Введем обозначения: 0x  координата центра масс диска без выреза; 2x  коорди-
ната центра масс диска с вырезом; 1x  координата центра масс вырезанного диска. 
Запишем соотношение для координаты центра масс диска без выреза 

M
xmxmx 211

0


 . 

Из рисунка видно, что 
2

,0 10
Rxx  . С учетом этого предыдущее выражение 

примет вид 

6
3

22
0

2
1

221
R

m

mR
m
mRxxmRm  . 

Центр масс диска с вырезом находится справа от точки O  на расстоянии 6
R . 

Момент инерции диска без выреза относительно точки C находим по теореме 
Штейнера–Гюйгенса 

.
27
19

3
4

36
19

622
22

22
2

2

0 RmRmRMRMdMRMJ 











 = 

Находим момент инерции вырезанного диска относительно точкиC  по теореме 
Штейнера–Гюйгенса 

 

.
216
41

3
1

72
41

72
17

9
4

8
1

622
5,0

2

222
1

2
1

2
1

2

1

2
12

11

2
11

1

RmRmRmRmRm

RRmRmdmrmJ









 







 

Момент инерции кольца с вырезом равен разности момента инерции диска без выреза 
и самого выреза, т.е. 

222
102 72

37
216
41

27
19 RmRmRmJJJ  . 



127 

§4.3. Уравнение моментов. Закон сохранения момента импульса 

Выясним, какая механическая величина вызывает изменение момента им-
пульса материальной точки. Возьмем выражение для момента импульса (4.6) 
и продифференцируем его по времени 

 
dt
pdrp

dt
pdrp

dt
rdpr

dt
d

dt
Ld 


 v .   (4.20) 

По второму закону Ньютона F
dt
pd 
 . Векторы скорости и импульса на-

правлены в одну сторону, следовательно, их векторное произведение равно 
нулю 0v


 p . С учетом этого соотношение (4.20) примет вид 

Fr
dt
Ld 


 ,      (4.21) 

где F


 равнодействующая всех сил,  Fr
  суммарный момент всех сил, 

действующих на материальную точку.  
Перепишем равенство (4.21) в виде 

M
dt
Ld 
 .      (4.22) 

Соотношение (4.22) называется уравнением моментов для материальной 
точки. Оно гласит: производная от момента импульса материальной точ-
ки относительно заданной точки O , равна сумме моментов всех сил, 
действующих на материальную точку.  

Важно помнить, что если система отсчета является неинерциальной, 
то, кроме моментов сил взаимодействия, необходимо включить в соотно-
шение (4.22) моменты сил инерции относительно той же точки O . 

Выясним, при каких условиях сохраняется момент импульса материаль-
ной точки. Из уравнения моментов (4.22) 
видно, если результирующий момент си-
лы относительно некоторой точки O  ра-
вен нулю ( 0


M ), то производная от мо-

мента импульса также равна нулю 

( 0



dt
Ld ). Это значит, что относительно 

этой точки O  момент импульса будет по-
стоянным вектором, т.е. constL 


. Условие равенства моментов сил выпол-

няется для таких сил, которые являются центральными*. 
Полученный вывод продемонстрируем на следующем примере. Пусть 

спутник движется вокруг Земли по эллиптической орбите (рис. 4.7). На спут-
ник действует гравитационная сила, в любой точке траектории направленная 
к центру Земли. Поскольку точка O  всегда лежит на линии действия этой 

                                         
* Центральная сила– сила, линия действия которой при любом положении тела про-

ходит через одну и ту же точку, называемую центром силы. 

F


O

1p
1

1

2
2r


2p 27.4.Рис
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силы, то ее момент относительно этой точки в любой момент времени равен 
нулю. Силами притяжения спутника к другим планетам солнечной системы, 
в том числе и к Солнцу, пренебрегаем. При движении спутника в любой точ-
ке его траектории вектор момента импульса будет постоянным, т.е. 

2211 prpr 
 . В скалярном виде это соотношение имеет вид 

    222111 sinsin   VmrVmr .    (4.23) 
Закон сохранения момента импульса вместе с законом сохранения меха-

нической энергии позволяют рассчитать траектории движения спутников во-
круг планет. Важно помнить, что последнее соотношение справедливо 
только относительно единственной точки O , называемой силовым цен-
тром силы притяжения. 

Для вычисления изменения момента импульса материальной точки за ко-
нечный промежуток времени 12 ttt  , проинтегрируем уравнение момен-
тов (4.22), в результате получим следующее соотношение: 

 
2

1

12

t

t

dtMLL


.      (4.24) 

Величину, стоящую в правой части этого уравнения называют импульсом 
момента равнодействующей всех сил. 

Рассмотрим систему, состоящую из n  материальных точек. Пусть на дан-
ную систему точек действуют внешние тела. Силы, создаваемые внешними 
телами, назовем внешними силами. Кроме того, материальные точки, обра-
зующие систему, могут взаимодействовать между собой. Эти силы назовем 
внутренними силами. Рассмотрим i  материальную точку. Обозначим ре-
зультирующий момент внешних сил iM


, действующих на нее, а сумму мо-

ментов всех внутренних сил –


n

j
ijM

1

**
,


, причем ij   (частица сама с собой не 

взаимодействует). Запишем уравнение моментов для i той точки 





n

j
iji

i MM
dt
Ld

1

*
,


.      (4.25) 

Аналогичные уравнения можно записать и для остальных материальных 
точек рассматриваемой системы. Сложив записан-
ные уравнения, получим: 


 


n

i

n

j
ij

n

i
i

n

i

i MM
dt
Ld

1 1

*
,

11


.   (4.26) 

Все внутренние силы являются парными, при-
чем линии действия пары сил ijF


 и jiF


 совпадают. 
Плечи этих сил относительно точки O  одинаковы. Т.к. эта пара сил удовле-
творяет третьему закону Ньютона ( jiij FF


 ), то и моменты этой пары сил 

одинаковы по величине, но противоположно направлены, т.е. **
jiij MM


 . 
Следовательно, сумма моментов внутренних сил равна нулю, т.е. 

o

ijr
jir

ijF


jiF


i j

ijh

8.4.Рис
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
 


n

i

n

j
ijM

1 1

*
, 0


. Учтем, что сумма производных равна производной от суммы, 

откуда выражение 


n

i

i

dt
Ld

1


 примет вид 

dt
LdL

dt
d n

i
i




1
, 



n

i
iLL

1


 результи-

рующий момент импульса системы материальных точек. Запишем уравнение 
(4.26) в виде 

внешних

n

i
iM

dt
Ld







 

1


.      (4.27) 

Уравнение (4.27) называется уравнением моментов для системы мате-
риальных точек. Это уравнение можно применять и для системы твердых 
тел, т.к. тела можно разбить на бесконечно малые части, и получить систему 
материальных точек.  

Вывод: Производная от результирующего момента импульса систе-
мы материальных точек равна сумме моментов внешних сил, дейст-
вующих на данную систему. 

Заметим, что в неинерциальной системе отсчета необходимо учитывать 
моменты сил инерции относительно той же точки O . 

Приращение момента импульса для системы материальных точек вычис-
ляется из следующего соотношения: 

 
2

1

12

t

t
внешних dtMLL


     (4.28) 

Сформулируем условия, при выполнении которых сохраняется момент 
импульса.  

Из уравнения (4.27) следует: для того, чтобы constL 


, необходимо что-

бы 0
dt
Ld


, а это значит, что сумма моментов внешних сил должна равняться 

нулю, т.е. 0
1









 внешних

n

i
iM


. Последнее условие выполняется в следующих 

случаях: 
1) внешние силы отсутствуют в замкнутых* системах. Отсюда следует, 

что в замкнутых системах вектор момента импульса остается по-
стоянным. Это утверждение называется законом сохранения момен-
та импульса. Причем этот закон выполняется для любой точки инер-
циальной системы отсчета; 

2) момент импульса будет сохраняться с течением времени и в незамкну-
тых системах, при условии, что сумма моментов всех внешних сил 
равна нулю. В неинерциальных системах отсчета к моментам внешних 
сил необходимо добавить момент сил инерции. 

                                         
* Замкнутая система - это система, на которую внешние силы не действуют. 
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Вопросы для самоконтроля 
1. Дайте формулировку уравнения моментов материальной точки. 
2. Моменты каких сил изменяют момент импульса системы? 
3. Почему внутренние силы системы материальных точек не изменяют 

суммарный момент импульса? 
4. Дайте формулировку уравнения моментов системы материальных то-

чек. 
5. Сформулируйте условия, при которых момент импульса системы мате-

риальных точек не зависит от времени. 
6. Можем ли мы использовать закон сохранения момента импульса в не-

инерциальных системах отсчета? 

Примеры решения задач 

Пример 8*. Момент импульса частицы относительно некоторой точки меняется со 
временем t  по закону jtitL


 32 , где ji


,  единичные векторы (орты). 

Найти время, когда момент силы M


, действующий на частицу, составляет угол с век-
торами L


 равный 060 . 

Решение. Для решения задачи воспользуемся уравнением моментов для материальной 
точки (4.22), получим зависимость момента силы от времени 

  jijtit
dt
d

dt
LdM


 6232 .   (1) 

Найдем скалярное произведение векторов момента силы и момента импульса, т.е. 
 

.60cos

60cos
02222

0

yyxxyxyx

yyxx

LMLMLLMM

LMLMLMLM






 

Из равенства (1) и условия задачи находим проекции yxyx LLMM ,,, и подставим в 
последнее соотношение, получим следующее уравнение: 

         .362260cos32)6(2 02222 tttt   

Упростим это уравнение 

     

 .4841304841310

184
4
194364

2242

222

tttt

tttt




 

Находим корни последнего уравнения 

                                         
*Задача повышенной сложности 
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.518,0;518,0518,0
484
1300484130

;00

323,2
2

1
2

ctctctt

ctt




 

Значение ct 01   является посторонним корнем, т.к. момент импульса является ну-
левым вектором, корень ct 518,03   отрицательный, и по этой причине является по-
сторонним. Единственным корнем является ct 518,02  . Он и будет являться ответом. 

Пример 9. Шайба А, двигаясь по гладкой горизонтальной поверхности, упруго отска-
кивает от гладкой вертикальной стенки (см. рис, вид сверху). Найти точку, относи-
тельно которой момент импульса шайбы будет оставаться постоянным в процессе все-
го движения. 

Решение. Запишем уравнение моментов для твердого 
тела 

внешних

n

i
iM

dt
Ld







 

1


. 

Рассмотрим все внешние силы, действующие на шайбу 
в процессе движения. 

При движении шайбы к стенке на нее действуют две 
силы, сила тяжести gm  и сила реакции гладкой горизон-

тальной поверхности N


. Векторы этих сил перпендикулярны плоскости рисунка. Сумма 
этих сил равна нулю, и кроме того, линии действия их совпадают, поэтому сумма мо-
ментов сил gm  и N


 равна нулю относительно любой точки. 

В момент удара о стенку на шайбу действует вертикальная стенка с силой реакции 
R


. Момент этой силы относительно точки всегда будет равен нулю в том случае, если 
точка O лежит на линии ее действия, т.к.  плечо силы R


 равно нулю. 

Вывод: Момент импульса шайбы сохраняется со време-
нем относительно точек, лежащих на перпендикуляре к 
вертикальной стенке, проходящем через точку удара 
(пунктирная линия). 

Пример 10*. Небольшой шарик массой m , привязанный 
нитью длины L  к потолку в точке O , движется по гори-
зонтальной окружности так, что нить вращается вокруг 
вертикальной оси с постоянной угловой скоростью  . От-
носительно каких точек момент импульса L


 шарика оста-

ется постоянным? Найти модуль приращения момента 
импульса шарика относительно точки O  за половину обо-
рота. 

Решение. На шарик, вращающийся по окружности, 
действуют два тела – Земля с силой тяжести gm  и нить 

силой натяжения T


. Для упрощения решения задачи силу натяжения нити представим в 
виде двух составляющих, вертикальной yT


 и горизонтальной xT


. Запишем второй закон 

Ньютона в векторной виде с учетом того ,что yx TTT


 , получим уравнение 

                                         
* Задача повышенной сложности. 

A Vm




R


O

gm

T


1O

x
T


y
T


X

Y


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yxn TTgmam


 .    (1) 

Спроектируем равенство(1) на оси координат OX  и OY , получим равенства 

.0:
,:

gmTOY
TamOX

y

xn




     (2) 

Из равенства для оси OY  вытекает, что 0


 gmTy , и кроме того линии дейст-

вия gm  и yT


совпадают, следовательно сумма моментов этих сил относительно любой 

точки прямой 1OO  будет равна нулю. Остается некомпенсированным момент состав-

ляющей xT


. С учетом этого запишем уравнение моментов для шарика относительно 
произвольной точки 

xTM
dt
Ld 
 , 

где 
xTM


– момент составляющей xT


. В любой точке траектории движения шарика ли-

ния действия составляющей силы натяжения xT


 проходит через центр вращения (точку 

1O ). Отсюда следует, что момент этой силы относительно точки 1O  в любой момент 
времени равен нулю. Это значит, что точка 1O  является единственной точкой, отно-
сительно которой момент импульса сохраняется со временем. 

Приращение момента импульса относительно точки O  вычислим из соотношения 
(4.28). Заметим, что момент силы натяженияT


 относительно точки O равен нулю, 

т.к. линия действия этой силы проходит через точку O . Для нахождения величины век-
тора изменения момента импульса имеем соотношение 

  tlmgL  sin


,     (3) 

где sin lmg – момент силы тяжести относительно точки O , t – время движе-
ния, равное половине периода вращения. Величину sin  найдем из соотношений (2): 

2

22

2

1sincos
cos0:

sinsin:

















l
g

l
g

TgmOY
TlmOX










. 

Выразим время t через угловую скорость 




 
 2

2
2

Tt . 

Подставим в равенство (3) выражения для t  и sin , получим соотношение для ве-
личины вектора изменения момента импульса относительно точки O  за время, равное 
половине времени оборота 

















2

21
l

glgmL


. 
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§4.4. Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси. Уравнение 
вращательного движения. Кинетическая энергия вращающегося      
твердого тела. Работа внешних сил при вращении твердого тела вокруг 
неподвижной оси. Тензор момента инерции твердого тела 

Рассмотрим вращение абсолютно твердого тела вокруг неподвижной оси 
OZ . Разобьем данное тело на n  бесконечно малых частей, размер которых 

по сравнению с r  очень мал, поэтому их можно 
считать материальными точками. Для описания 
этого движения возьмем уравнение моментов для 
системы материальных точек и cпроектируем это 
равенство на ось врщения OZ , получим следующее 
уравнение: 







 



n

i
zi

z M
dt

dL
1

.   (4.29) 

Из (4.29) следует, что производная от проекции 
момента импульса на ось вращения OZ  равна 
сумме проекций моментов сил, действующих на 
данное тело. Другими словами, производная от 

момента импульса твердого тела относительно оси вращения равна 
сумме моментов сил относительно той же оси вращения. 

Выразим момент импульса тела относительно оси OZ  через угловую ско-
рость. Учтем, что угловая скорость вращения одинакова для всех бесконечно 
малых частей тела. Величина проекции момента импульса i той части рав-
на произведению величины импульса на плечо вектора импульса относи-
тельно оси вращения, т.е. 

  ziiiiziiiizi mmVmL   2 .  (4.30) 
Записав аналогичные соотношения для всех частей, и сложив их, получим 

следующее выражение: 





n

i
iiz

n

i
zii

n

i
zi mmL

1

2

1

2

1
 ,   (4.31) 

где 


n

i
ziz LL

1
 момент импульса тела относительно оси вращения OZ ; 




n

i
iiz mJ

1

2  момент инерции тела относительно оси вращения. 

Окончательно имеем следующее соотношение: 

zzz JL  .      (4.32) 

Таким образом, проекция момента импульса тела относительно оси 
вращения равна моменту инерции тела относительно той же оси, умно-
женному на проекцию угловой скорости.  

im
ir


O

Z

1O
i


iV




10.4.Рис
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Заметим, что момент импульса относительно оси вращения является 
алгебраической величиной, знак этой величины определяется знаком проек-
ции угловой скорости на ось вращения. 

Соотношение (4.32) для вектора момента импульса L


относительно неко-
торой точки и вектора угловой скорости   является более сложным, т.к. век-
тор угловой скорости при закрепленной оси вращения направлен по этой оси, 
а направление вектора момента импульса зависит от выбора точки O .  

По этой причине векторы L


 и   не являются параллельными векторами, 
а, следовательно, нельзя получить вектор L


 умножением вектора   на чис-

ло. Из курса линейной алгебры известно, любой вектор, в том числе, векторы 
момента импульса и угловой скорости можно представить в виде столбцов: 














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














z

y

x

z

y

x

L
L
L





, . 

В этом случае, всегда найдется матрица размером 3×3, такая, для которой 
выполняются следующие соотношения: 

zzzyzyxzxz

zyzyyyxyxy

zxzyxyxxxx
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
, , 

где матрица 3×3 называется тензором момента инерции. 
Заметим, что эта матрица является симметричной относительно главной 

диагонали, т.е. 

zyyzzxxzyxxy JJJJJJ  ,, . 

Отсюда вытекает следующее векторное соотношение: 




 JL       (4.32а). 

Таким образом, момент импульса твердого тела относительно некото-
рой точки O  равен тензору момента инерции этого тела умноженному на 
вектор угловой скорости. 

Получим уравнения вращения тела вокруг неподвижной оси, для чего 
спроектируем равенство (4.32) на ось OZ , и вместо zL  подставим в равенст-
во (4.29), будем иметь выражение 
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zizz MJM
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JMJ
dt
d 


  (4.33) 

где z  проекция углового ускорения на ось вращения. 
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Окончательно имеем следующее уравнение вращения твердого тела во-
круг неподвижной оси:  

.
1




n

i
zizz MJ        (4.34) 

Из уравнения (4.34) следует, что произведение момента инерции тела 
относительно оси вращения на проекцию его углового ускорения равно 
сумме моментов всех сил, действующих на тело, относительно оси вра-
щения. 

Правило знаков. Если вектор угла поворота, направление которого опре-
деляется по правилу «буравчика», направлен по оси вращения OZ , туда же 
направлен и вектор угловой скорости  . При этом проекция угловой скоро-
сти положительная величина.  

Для ускоренного характера движения вектор углового ускорения   сона-
правлен с вектором угловой скорости, и его проекция положительная вели-
чина; для замедленного характера движения проекция углового ускорения 
является отрицательной величиной. 

Для определения знака проекции момента силы, вначале нужно с помо-
щью правила «буравчика» определить направление вектора момента силы 
относительно оси OZ , а уже затем определить знак его проекции.  

Получим выражение для кинетической энергии тела, вращающегося во-
круг неподвижной оси. Учтем при этом, что кинетическая энергия тела равна 
сумме кинетических энергий бесконечно малых его частей, т.е. 
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Таким образом, выражение для кинетической энергии вращающегося тела 
имеет вид 

.
2

2
 z

k
J

W        (4.35) 

Работа внешних сил при вращении твердого тела вокруг неподвижной оси 
на бесконечно малом участке траектории вычисляется по формуле 

 dMA z  ,       (4.36) 

Работа внешних сил при повороте тела на угол 12    вычисляется 
с помощью следующего интеграла: 

 
2

1





dMA z .      (4.37) 
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Вопросы для самоконтроля 
1. Какое соотношение выражает взаимосвязь проекции момента им-

пульса твердого тела на ось вращения с проекцией угловой скоро-
сти? Какие величины в него входят? 

2. Дайте определение момента импульса, момента инерции твердого 
тела относительно оси вращения. 

3. Сформулируйте основное уравнение вращения твердого тела во-
круг неподвижной оси в инерциальной системе отсчета. 

4. Сформулируйте основное уравнение вращения твердого тела во-
круг неподвижной оси в неинерциальной системе отсчета. 

5. Приведите примеры сил инерции. 
6. Объясните правила, используемые для определения знаков проек-

ции угловой скорости и момента силы относительно оси вращения. 
7. По какой формуле вычисляется кинетическая энергия тела, вра-

щающегося вокруг неподвижной оси? Какие величины в нее вхо-
дят? 

8. По какой формуле определяется механическая работа силы, дейст-
вующей на тело, вращающееся вокруг неподвижной оси? Какие ве-
личины в нее входят? 

Примеры решения задач 
Пример 11. Две гири массами кгm 21   и кгm 12  соединены нитью и перекинуты 

через блок массой кг2M   и радиусом мR 1,0 . Найти:1) угловое ускорение блока 
 ; 2) ускорение a , с которым движутся гири; 3) 
силы натяжения 1T  и 2T  нитей, к которым подве-
шены гири; 4) силу реакции оси вращения N . Блок 
считать однородным диском. Массой, деформацией 
нитей и трением в блоке пренебречь. 

Решение. Изобразим силы, с которыми внешние 
тела действуют на блок. На блок действуют: Земля 
с силой тяжести gM , ось вращения с силой реак-

ции N


, нити с силами натяжения 1T 


 и 2T 


 (см. 
рис.).  

На гири действуют: Земля с силой тяжести 
gm 

1 и gm 
2 ; нити – с силами натяжения 1T


 и 2T


. 
Выберем прямоугольную декартову систему ко-

ординат так, как показано на рисунке. Используя 
правило «буравчика», определим и укажем направле-
ние векторов моментов сил натяжения нитей, дей-
ствующих на блок; направление вектора его углового ускорения (см. вставку.–
прямоугольник к рис). Моменты сил N


 и gM  относительно оси вращенияOZ  равны 

нулю, т.к. линии действия этих сил пересекают ось OZ .  
Запишем уравнения вращения тела вокруг закрепленной оси (4.34) 

   
zTzTzz MMJ

21
  ,     (1) 

O

Y

X

1T


2T


gm 
1

gm 
2

1T 


2T 


gM

N




OZ

1TM 


2TM 





a a
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где    
zTzT MM

21
, – моменты сил натяжения нити относительно оси вращения; zJ – 

момент инерции блока относительно оси вращения, z – проекция углового ускорения на 
ось OZ . 

Учитывая, что момент инерции диска равен 
2

2RMJ z


 , и, кроме того, 

  RTM
zT  11


,   RTM

zT  22


,  z  (см. вставку к рис.), получим следующее 

уравнение вращения блока вокруг оси OZ : 

   2121

2

22
TTRMRTTRM 




 
 .    (2) 

В данной задаче предполагается, что нить не скользит по блоку. Т.к нить не дефор-
мируется, то скорость и ускорение любой точки нити совпадают со скоростью и уско-
рением поступательного движения гирь, а также с тангенциальным ускорением блока, , 
т.е.  

Raa z   .       (3) 
Из равенства (3) находим величину углового ускорения, и, подставим в равенство (2), 

получим следующее соотношение: 

   2121 22
TTaMTT

R
aRM 




 
.    (4) 

Запишем второй закон Ньютона для поступательного движения гирь с ускорением a  
в проекции на ось OY  

gmTamTgmamOY  222111 ,: .   (5) 

Для невесомых нитей векторы сил натяжения 1T

 , 1T


 и 2T

 , 2T


 равны по величине, т.е. 

2211 , TTTT


 .      (6) 

Выразим величины векторов сил 1T  и 2T  из уравнений (5), и подставим в равенство 
(4), получим соотношение, позволяющее найти ускорение движения гирь 

    

 

.5,225,0
12

2
2

12

2

2

2

2

21

21

2121

2211

с
мggg

mmM
mma

gmmammM

amgmamgmaM


















 




 

Величину углового ускорения найдем из формулы(3) 

225
1,0

1025,0
с

рад
R
a




 . 

Силы натяжения нити определим из уравнений (5) 
 
  .5,1225,1)25,0(1

,155,1)25,0(2

22

11

HgggagmT
HgggagmT




 

Силу реакции N находим из условия равновесия оси вращения OZ  

.5,470: 2121 HTTgMNTTgMNOX   
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Пример 12. Однородный диск радиусом смR 10  может свободно вращаться во-
круг горизонтальной оси, перпендикулярной плоскости диска и проходящей через точку 
O  на нём. Диск отклонили на угол альфа и отпустили. Определить для начального мо-
мента времени величину вектора углового ускорения   и тан-
генциального a  ускорения точки B , находящейся на диске. Вы-

числения выполнить для следующего случая: 1) Ra  , 2
Rb  , 

6
  . 

Решение. Изобразим все силы, с которыми внешние тела 
действует на диск, закрепленный в точке O . На диск действу-
ет Земля с силой тяжести gm , точка приложения которой 
находится в центре масс, и, кроме того, на него действует ось с 
силой реакции, приложенной в точке O . 

Для решения данной задачи используем уравнение вращения вокруг оси OZ  (4.34). 

внешних

n

i
zizz MJ 





 

1
 ,      (1) 

где zJ – момент инерции диска относительно закрепленной оси, проходящей через точку 

O ; z  проекция углового ускорения диска на ось OZ ; 
внешних

n

i
ziM 







1
– сумма мо-

ментов внешних сил, действующих на диск. 
Момент инерции диска относительно оси OZ  найдем по теореме Штейнера–

Гюйгенса 
2dmJJ cz  ,       (2) 

где cJ  момент инерции диска относительно оси, проходящей через центр масс (точка 
C ), d  расстояние между осями. В данной задаче Rd  . С учетом этого находим 
момент инерции диска относительно оси OZ  

22
2

2
3

2
RmRmRmJ z 


 .      (3) 

Момент силы реакции N


 относительно оси OZ  равен нулю, т.к. точка приложения 
этой силы лежит на оси вращения. Величина момента силы тяжести относительно оси 
вращения вычисляется по формуле 

 sinsin  RgmlgmM mg ,      (4) 

где sinl – плечо силы тяжести относительно оси вращения OZ . 
С учетом равенств (3) и (4) уравнение движения тела примет вид 

 sin
2
3sin

2
3 2  gRRgmRm . 

Из последнего соотношения находим величину вектора углового ускорения 

2
0 3,3330sin

1,0
10

3
2sin

3
2

с
рад

R
g

  . 

Величину тангенциального ускорения точки B находим из следующего кинематиче-
ского соотношения: 

    2505,01,03,33
с
мbara   . 

N


gm


O

C

B

a

b

 gmM 


OZ
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Пример 13. Однородный диск радиусом смR 10 и массой кгM 2  может сво-
бодно вращаться вокруг горизонтальной оси, перпендикулярной плоскости диска и прохо-
дящей через точку O  на нём. В диск попадает горизонтально летящая пуля массой 

гm 10 , вектор скорости которой направлен в точку B . Диск вместе с пулей откло-
няются на угол . Определить величину начальной 
скорости пули. Пулю считать материальной точ-
кой. Вычисления выполнить для следующего случая: 

1) Ra  , 2
Rb  , 6

  . 

Решение. Изобразим все силы, с которыми 
внешние тела действует на диск, закрепленный в 
точке O . На диск действует Земля с силой тяже-
сти gm , точка приложения которой находится в 
центре масс, и, кроме того, на него действует ось с 

силой реакции, приложенной в точке O .  
Для решения данной задачи используем уравнение моментов для системы «пуля–диск» 

в проекции на ось OZ . Учтем, что ось OZ  проходит через точку O , и направлена пер-
пендикулярно плоскости рисунка к нам. Запишем уравнение моментов для системы «пу-
ля–диск» в проекции на ось OZ  

         ,dtMMMLd
zmgzMgzNсистемыz     (1) 

где    
zMgzN MM , моменты силы реакции и силы тяжести диска относительно оси 

OZ ;  
zmgM – момент силы тяжести пули относительно той же оси. Линии действия 

сил реакции N


 и силы тяжести диска gM  пересекают ось OZ , поэтому моменты 
этих сил относительно этой оси равны нулю. С учетом этого равенство (1) упростится 
и примет вид 

    dtMLd
zmgсистемыz  .      (2) 

В данной задаче время взаимодействия пули с диском является бесконечно малой ве-
личиной, т.е. 0dt , отсюда вытекает, что произведение момента силы тяжести пу-
ли относительно оси вращения на время взаимодействия также является бесконечно ма-
лой величиной (   0 dtM

zmg ). Следовательно, бесконечно малое изменение момента 

системы«пуля–диск» относительно оси вращения равно нулю, т.е.   0системыzLd . С 
учетом этого запишем закон сохранения проекции момента импульса системы в проек-
ции на ось вращения 

  , zJbaVm       (3) 

где  baVm  – момент импульса пули относительно оси OZ  до взаимодействия с 
диском; zJ – момент импульса системы «пуля–диск» после взаимодействия; zJ – мо-
мент инерции системы «пуля–диск» относительно оси вращения. При вычислении мо-
мента инерции системы «пуля–диск» для диска применим теорему Штейнера–Гюйгенса, 
а момент инерции пули рассчитаем по формуле момента инерции для материальной 
точки, т.е.  

2222
2

2
3

2
RmRMRmRMRMJ z 











 .   (4) 

С учетом равенства (4) соотношение (3) примет вид 
     225,1 RmRMbaVm     (5) 

V


N




O

C
B

a

b

gMgm
Ch
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На систему «пуля–диск» действуют внешние сил: gM – сила тяжести диска; gm – 
сила тяжести пули. Эти силы являются консервативными. И, кроме того, действует 
сила реакции N


, точка приложения которой неподвижна, и, следовательно, работа 

этой силы равна нулю. Отсюда вытекает то, что механическая энергия системы «пуля–
диск» после взаимодействия не зависит от времени. Запишем закон сохранения механиче-
ской энергии системы после попадания пули в диск 

C
z hgM

J



2

2
,     (6) 

где 
2

2zJ
– начальная кинетическая энергия системы; ChgM  – потенциальная 

энергия системы «пуля–диск» в момент максимального отклонения от положения равно-
весия; Ch – высота центра масс диска в этот момент. Т.к. масса пули является беско-
нечно малой величиной по сравнению с массой диска, то ее потенциальной энергией мы 
пренебрегаем. 

Высота центра масс диска связана с его радиусом соотношением 
  RhC  cos1 .      (7) 

Из соотношений (4) и (7) вместо zJ  и Ch  подставим в равенство (6), получим сле-
дующее уравнение: 

  RgM
RmRM









 




cos1
2

2
3 222

.   (8) 

Уравнение (8) позволяет найти величину угловой скорости системы «пуля–диск» 
   

RmM

gM

RmRM

RgM







 










 




2
3

cos12

2
3

cos12
22


 .   (9) 

Подставим в уравнение (5) выражение для угловой скорости, получим следующее вы-
ражение: 

     

RmM

gMRmRMbaVm







 




2
3

cos125,1 22 
.  (10) 

Полученное равенство позволяет нам определить искомую величину, а именно, ско-
рость пули до столкновения с диском 

   

RmM

gM
bam

RmRMV







 









2
3

cos12
)(

5,1 22 
. 

Вычислим величину вектора скорости, для чего подставим в последнее равенство 
численные значения входящих в него величин 

   
с

мV 4,84
1,001,02

2
3

30cos11022
)05,01,0(01,0

1,001,01,025,1 022









 







 . 
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Пример 14. Человек массой M стоит на расстоянии r от оси горизонтального од-
нородного диска массой M  и радиусом R , который может свободно вращаться вокруг 
неподвижной вертикальной оси, проходящей через его центр. В некоторый момент вре-

мени человек начал двигаться по краю диска, совершил перемещение на угол 212
   

относительно диска и остановился. Пренебрегая размерами человека, найти угол, на ко-
торый повернулся диск к моменту остановки человека. 

Решение. Для решения данной задачи выберем ось OZ  и совместим ее с осью враще-
ния системы «человек–диск» (см. рис.). Изобразим силы, с которыми внешние тела дей-

ствуют на данную систему. На человека действует сила 
тяжести gM со стороны Земли. На диск действует сила 

тяжести gM  со стороны Земли , сила реакции N


 со сто-
роны подставки, и, кроме того, в подшипниках данной сис-
темы возникает пара сил, создающая момент сил ПM


, 

противодействующий моменту силы тяжести человека (как 
в балке с жесткой заделкой в стенку) (см. вставку к рисун-
ку). Относительно оси OZ  моменты силы тяжести плат-
формы и силы реакции равны нулю, т.к. их линии действия 
лежат на оси вращения. Момент силы тяжести человека 

относительно оси OZ  и момент пары сил в подшипниках перпендикулярны этой оси (см. 
вставку), следовательно, проекции векторов gMM 


 и ПM


 на эту ось будут равны нулю. 
Отсюда вытекает то, что проекция момента импульса системы «человек–диск» на ось 
OZ  будет оставаться постоянной. Учтем, что начальный момент импульса рассмат-
риваемой системы равен нулю, запишем закон сохранения момента импульса на ось OZ  

zzzz JJ 22110   ,      (1) 

где zzJ 11  – проекция момента импульса человека на ось; zzJ 22  – проекция момента 

импульса диска на ось OZ ; zz 21 , – проекции угловой скорости вращения человека и 
диска соответственно относительно Земли. 

С учетом выбранного направления оси OZ  получим следующее выражения: 
22110   zz JJ .      (2) 

Угловые скорости человека и диска относительно Земли связаны соотношением 
21212121   zzz ,    (3) 

где 12 – величина вектора угловой скорости человека относительно диска. 
Из равенства (3) вместо величины вектора угловой скорости человека относительно 

Земли 1  подставим в равенство (2) его выражение, получим следующее уравнение: 
  2221210   zz JJ .     (4) 

Учитывая, что 
t


 12

12


 , 

t


 2
2


 , и 2

1 rMJ z  , 2
2

2
RMJ z
 , перепи-

шем равенство (4) в следующем виде: 
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2
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1 2
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
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


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RMrM

t
J
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J zz . 

Из последнего уравнения находим угол поворота диска относительно Земли 

 



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

gM  gM 

1


2


12
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
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Пример 15*. Однородный цилиндр радиусом R  раскрутили вокруг его оси до угловой 
скорости 0  и поместили в угол (см. рис.) Коэффициент трения между стенками угла и 
цилиндром равен  . Сколько оборотов сделает цилиндр до остановки? 

Решение. Изобразим все силы, с которыми внешние тела действуют на цилиндр. На 
цилиндр действуют Земля с с силой тяжести gm ; горизонтальная поверхность угла – с 

силами трения 1трF


 и реакции 1N


; вертикальная поверхность 

угла – с силами трения 2трF


 и реакции 2N


 (см. рис.). Выберем 
прямоугольную декартову систему координат XYZ  так, как по-
казано на рисунке. Цилиндр совершает только вращательное 
движение вокруг оси OZ , поступательное движение центра его 
масс отсутствует, следовательно, сумма сил действующих на 
данное тело, равна нулю 

02211


 тртр FNFNgm . 

Спроектируем данное векторное равенство на оси OX  и OY , учтем при этом то, 
что силы трения связаны с силами реакций соотношениями 11 N


 трF  и 

22 N


 трF , получим следующую систему уравнений: 




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






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
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gmF
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OY

F
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gmFNOY
FNOX

тр
тр

тр
тр

тр

тр



 . 

Решая данную систему уравнений, находим силы трения  

mgFтр 


 21 1 


,  mgFтр 


 2

2

2 1 


.    (1) 

Моменты сил gm , 1N


 и 2N


 относительно оси вращения равны нулю, т.к. линии 
действия этих сил проходят через точку O . С учетом этого, запишем уравнение враще-
ния цилиндра вокруг закрепленной оси OZ  

    RR
2 21

2

21 


 тртрzzтрzтрzz FFRmMMJ  .   (2) 

Из уравнения (2) найдем величину вектора углового ускорения, учитываем при этом 
выражения (1) для сил трения, получим следующее выражение: 

 
R
g





 21
1

 .      (3) 

Угол поворота цилиндра z связан с проекцией углового ускорения на ось OZ  сле-
дующим соотношением: 

z

zz
z 








2

2
0

2

.      (4) 

Учитывая, что  z , 0z  и Nz   2 , где N - число оборотов цилин-

дра, из выражения (4) находим N : 
 

  g
RN







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1 2

0
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*Задача повышенной сложности 
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Пример 16*. Двум одинакового радиуса дискам сообщили одну и ту же угловую ско-
рость 0  (см. рис.), а затем их привели в соприкосновение, и система через некоторое 
время пришла в новое установившееся состояние движения. Оси дисков неподвижны, 
трения в осях нет. Моменты инерции дисков относительно их осей вращения равны 1J  и 

2J . Найти: а) приращение момента импульса системы; б) убыль ее механической энер-
гии. 

Решение. На рассматриваемую систему, состоящую из двух дисков до соприкоснове-
ния, действуют внешние тела: Земля с силой тяжести gm 

1  и gm 
2 ; оси вращения – с 

силами 1N


 и 2N


. 
В момент соприкосновения поверхность 

второго диска действует на первый с силой тре-
ния 1трF


, соответственно поверхность первого 

диска действует на второй с силой трения 

2трF


. Заметим, что последние две силы удовле-
творяют третьему закону Ньютона.  

Для решения данной задачи выберем две оси 
11ZO  и 22 ZO , и направим их вдоль осей враще-

ния дисков перпендикулярно плоскости рисунка 
от нас. Проекция на ось 11ZO  изменения векто-
ра момента импульса первого диска связана с 

проекцией моментов сил, действующих на первый диск соотношением 
       tMMML

zNzgmтрz 
11z11


,    (1) 

где  
z1трM


– проекция момента силы трения, действующей на первый диск, на ось 

11ZO ;  
zgmM

1


– проекция момента силы тяжести диска на ту же ось;  

zNM
1


– про-

екция момента силы реакции на ось 11ZO ; t – промежуток времени, в течении кото-
рого система переходит в новое установившееся состояние движения (см. рис. б). Мо-
менты сил тяжести и реакции относительно точки 1O  равны нулю, т.к. точка 1O  ле-
жит на линиях действия этих сил. С учетом этого, выражение (1) упростится и примет 
вид 

  tML трz 
z11


.      (2) 

Вместо проекции вектора изменения момента импульса на ось 11ZO  в равенство (2) 
подставим соотношение zzzzz JJL 01111   , получим следующее выражение: 

  tMJJ трzzzz 
z10111


 .    (3) 

Проведем аналогичные рассуждения для второго диска, будем иметь следующее со-
отношения для проекции вектора момента импульса на ось вращения 22 ZO . 

  tMJJ трzzzz 
z20222


 .    (4) 

Заметим, что в данной задаче векторы моментов сил трения 1трM


 и 2трM


, дей-
ствующих на диски, направлены в одну и ту же сторону (см. вставку к рисунку). 
Этот факт позволяет записать следующее соотношение для проекций векторов момен-

                                         
*Задача повышенной сложности 
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тов сил трения    
z2z1 тртр MM


 , что позволяет приравнять левые части равенств 

(3) и (4) 
zzzzzzzz JJJJ 02220111   .    (5) 

Когда прекратится проскальзывание поверхностей дисков, то один из них изменит 
направление вращения. Если 21 JJ  , то изменится направление вращения первого диска. 
Линейные скорости дисков в точке A  одинаковы (см. рис.), следовательно, векторы уг-
ловых скоростей дисков в конечном состоянии и их проекции связаны соотношением 

21 


  и zz 21   . С учетом последнего равенства выражение (5) примет вид 

 
zzzzzzzz

zzzzzzzz

JJJJ
JJJJ

02012122

02220121
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


. 

Из последнего уравнения находим проекцию угловой скорости второго диска 

z
zz

zz
z JJ

JJ
0

12

12
2  




 .      (6) 

Запишем выражение для проекции вектора момента импульса системы, состоящей 
из двух дисков, на ось 11ZO  

)()( 02012211 zzzzzzzzz JJJJL   ,    (7) 

где )( 2211 zzzz JJ   , )( 0201 zzzz JJ    – соответственно конечная и начальная вели-
чина проекции вектора момента импульса системы. 

Из равенства (6) вместо проекции угловой скорости второго диска z2  подставим в 

равенство (7), учтем при этом то, что zz 21   , получим соотношение 
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Таким образом, получили искомое соотношение. Заметим, что для изменения вектора 
момента импульса L


  и вектора угловой скорости 0


 справедливо соотношение 

0
12

214









zz

zz

JJ
JJ

L . 

Из последнего равенства видно, вектор изменения момента импульса рассматривае-
мой системы L


  направлен против вектора угловой скорости системы в начальный мо-

мент времени 0


, т.е. перпендикулярно плоскости рисунка к нам.  
Изменение механической энергии рассматриваемой системы равно изменению ее ки-

нетической энергии, т.е. 
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. 

С учетом равенства (6) и zz 21    последнее выражение упростится и примет 
окончательный вид 
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§4.5. Плоское движение. Уравнения плоского движения.                    
Кинетическая энергия при плоском движении твердого тела 

Плоское движение * совершает цилиндр, движущийся по горизонтальной 
поверхности. Для описания такого типа движения выберем две системы от-
счета K  и K  . Пусть система отсчета K  является инерциальной. Систему 
K   поместим в центр масс тела. В системе K   твердое тело совершает только 
вращательное движение, описываемое уравнением (4.34). В системе K  центр 
масс тела (точка C ) движется прямолинейно. Движение центра масс тела в 
этой системе описывается вторым законом Ньютона. Таким образом, плоское 
движение описывается уравнениями 


i

iC Fam


,     (4.38) 





n

i
zizz MJ

1
 .     (4.39) 

Первое уравнение это второй закон Ньютона в инерциальной системе от-
счета K . В это соотношение входят силы, являющиеся мерами взаимодейст-
вий тела с внешними телами. Система K   в общем случае движется поступа-
тельно относительно инерциальной системы отсчета K , поэтому является 
неинерциальной, в ней, кроме внешних сил, действует поступательная сила 
инерции ( Cam  ). Точка приложения этой силы находится в центре масс те-
ла, поэтому ее момент относительно оси вращения равен нулю. По этой при-
чине, в рисунках к задачам изображают только внешние силы, а поступа-
тельную силу инерции вообще не рассматривают. 

В инерциальной системе отсчета K  кинетическую энергию твердого тела, 
совершающего плоское движение, вычисляют по формуле 

22

22 



 CC

k
JVmW ,     (4.40) 

где CV  скорость центра масс в инерциальной системе отсчета K ; CJ  мо-
мент инерции тела относительно оси вращения, проходящей через центр 
масс;   угловая скорость вращения тела в системе отсчета K  . 

Вопросы для самоконтроля 
1. Дайте определение плоского движения. Какой характер движения 

центра масс тела в инерциальной системе отсчета? 
2. Какое движение совершает твердое тело в системе отсчета, связан-

ной с центром масс тела? Сформулируйте уравнения, описывающие 
плоское движение твердого тела?  

3. Почему в уравнении вращательного движения не учитывают мо-
мент поступательной силы инерции? 

4. По какой формуле вычисляется кинетическая энергия тела, совер-
шающего плоское движение? Какие величины в нее входят? 

                                         
* Плоское движение - это такое движение твердого тела, при котором траектории 

движения всех его точек лежат в параллельных плоскостях. 
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Примеры решения задач 
Пример 17. Однородный цилиндр массой m  и радиусом R скатывается без сколь-

жения по наклонной плоскости длиной S , составляющей угол   с горизонтом (см. рис.). 
Найти: 1) ускорение поступательного движения центра масс Ca ; 2) величину углового 
ускорения  ; 3) силу трения трF ; 4) время движения цилиндра по наклонной плоскости; 
5) кинетическую энергию цилиндра в конце спуска. 

Решение.  На цилиндр, совершающий плоское движение, действуют внешние тела: 
Земля с силой тяжести gm , наклонная плоскость с силой реакции N


 и силой трения 

трF


. Заметим, что поскольку в данной задаче цилиндр не проскальзывает, то на него 
действует сила трения качения. 

Выберем систему координат XYZ  так, как по-
казано на рисунке. Запишем уравнение движения цен-
тра масс (4.38) в инерциальной системе отсчета, свя-
занной с поверхностью наклонной плоскости 

трC FNgmam


 .   (1) 

Спроектируем векторное равенство (1) на ось 
OX , будем иметь следующее выражение: 

трC Fgmam  sin    (2) 

Переходим в неинерциальную систему отсчета, связанную с центром масс цилиндра 
(точка C ); записываем уравнения вращения цилиндра вокруг оси, проходящей через 
центр масс 

     
zтрzmgzNzz MMMJ


  , 

где      
zтрzmgzN MMM


,,  – проекции на ось OZ , моментов силы реакции N


, силы 

тяжести gm  и силы трения трF


 соответственно. 

Проекции момента силы реакции и силы тяжести равны нулю, т.к. линии действия 
этих сил пересекают ось вращения. Проекция момента силы трения равна 
  RFM трzтр 


 (см. вставку к рисунку). 

Учитывая, что момент инерции относительно оси вращения цилиндра равен 

2
2RmJ z

  и  z  (см. рис.), перепишем последнее соотношение в следующем ви-

де: 

  тртр FRmRFRm 








22

2

.    (3) 

В данной задаче проскальзывание цилиндра отсутствует, следовательно, точки по-
верхности цилиндра, соприкасающиеся с поверхностью наклонной плоскости, имеют 
равную нулю линейную скорость. Это значит, что величина скорости поступательного 

CV
врV




N


C
X

Y

Ca

gm

трF


 OZ



трM

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движения центра масс CV


 равна величине скорости вращательного движения врV


 

этих точек. Следовательно, величина ускорения центра масс равна величине тангенци-
ального ускорения, т.е. aaC


 . С учетом этого равенства запишем для ускорения 

центра масс и углового ускорения цилиндра следующее соотношение: 

RaC  


.       (4) 

Решив систему уравнений (2), (3) и (4), найдем величину ускорения центра масс 

sin
3
2

 gaC


.      (5) 

Величину углового ускорения находим из равенства (4) 

 sin
3
2


R
g

R
aC


. 

Из уравнения (3) находим величину вектора силы трения 

sin
3
1

 gmFтр


. 

Для определения времени движения цилиндра по наклонной плоскости воспользуемся 

соотношением 
2

2

0
tatVS x

xx


 . С учетом того, что начальная скорость цилиндра 

равна нулю, получим выражение для времени движения 

sin
32







g

S
a

St
C

. 

Кинетическую энергию цилиндра, совершающего плоское движение, определим из со-

отношения (4.40).Учтем при этом, что RVV врC    и 
2

2RmJ z


 . 

22
3

2
2

222

2

22

222
C

C

CCC
k

VmR
VRm

VmJVm
W


















 













.  (6) 

Скорость центра масс в конце наклонной плоскости найдем из соотношения 

3
sin4

sin
3sin

3
2 
















 

gS
g

SgtaV CC .   (7) 

Из равенства (7) вместо скорости поступательного движения центра масс подста-
вим в выражение (6), получим соотношение для кинетической энергии цилиндра 





sin
2

3
sin4

2
3

2









 


 Sgm

gSm
Wk . 
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Пример 18*. Однородный диск радиусом R  раскрутили до угловой скорости 0  и 
осторожно положили боковой поверхностью на горизонтальную поверхность и предос-
тавили самому себе. Коэффициент трения между цилиндром и плоскостью равен . 
Найти: 1) время, в течении которого движение цилиндра будет происходить со сколь-
жением; 2) полную работу силы трения. 

Решение. Изобразим все силы, с которыми внешние тела действуют на вращающий-
ся диск с начальной угловой скоростью 0 . Направление его вращение показано на рисун-
ке. На диск действуют: Земля с силой тяжести gm , горизонтальная поверхность с си-

лой реакции N


 и силой трения скольжения трF


. 

Если диск, вращающийся с угловой скоростью 0  положить на горизонтальную по-
верхность, то будет наблюдаться следующий характер движения: под действием силы 
трения скольжения вращение вокруг оси проходящей через центр масс (точка C ), ста-
нет равнозамедленным с проскальзыванием, и, кроме того, центр масс цилиндра начнет 
двигаться равноускоренно с ускорением Ca , направленным так, как показано на рисунке. 

Через некоторое время проскальзывание прекратится. В этот момент для точек со-
прикосновения боковой поверхности цилиндра будет выполняться следующее условие: ве-
личина вектора скорости поступательного движения 

CV


 будет равна величине вектора скорости враща-

тельного движения врV


, т.е. врC VV


 . 

Если последнее равенство продифференцировать по 
времени, то получим следующее соотношение 

aaC


 . 
Это значит, что в момент прекращения проскаль-

зывания ускорение поступательного движения центра 
масс равно тангенциальному ускорению точек сопри-
косновения боковой поверхности цилиндра с горизон-
тальной поверхностью. 

Запишем уравнение поступательного движения 
центра масс цилиндра 

трC FgmNam


 .      (1) 

Для проекций векторов на оси координат, входящих в равенство (1), получим следую-
щие соотношения: 

.N0:OY

,:

gm

FamOX трC





     (2) 

Решим систему уравнений (2), учтем при этом, что NFтр


  , получим выра-

жение для ускорения поступательного движения оси вращения 

gaС


  .      (3) 

                                         
*Задача повышенной сложности 

gm

N


X

Y

CCa

трF


 OZ



трM





0
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Выразим величину скорости поступательного движения центра масс через величину 
ускорения по формуле, учтем при этом, что начальная скорость поступательного дви-
жения равна нулю: 

tgVC 


 ,       (4) 

где t – время проскальзывания цилиндра. 

Линии действия силы тяжести gm  и силы реакции N


 проходят через ось враще-
ния, следовательно, моменты этих сил относительно этой оси равны нулю. С учетом 
этого, запишем уравнения вращения цилиндра вокруг оси, проходящей через центр масс 

  gmRmRFRmMJ zтрzтрzz








 
22

2

z
.  (5) 

Проекция углового ускорения связана с проекцией угловой скорости следующим соот-

ношением 
t

zz
z

0



 , t – время проскальзывании; z – проекция угловой скорости в 

момент окончания проскальзывания. 

С учетом того, что,  z  и 00  z  (см. вставку к рис.), перепишем послед-

нее соотношение в виде 
tz





 0 .  

Последнее соотношение для z  подставим в равенство (5), получим уравнение 

g
t

R 



 

0

2
.      (6) 

Угловая скорость   связана со скоростью движения центра масс соотношением  

R
tg

R
VC 





 .      (7) 

С учетом этого выражения равенство (6) примет вид 

.
3

3

2
2

0
0

0

0

g
R

tRtg

tg
R

tg
Rg

t
R

tg
R























 




















 

Окончательно имеем выражение для времени проскальзывания цилиндра 

g
Rt 







3

0 .       (8) 
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В момент прекращения проскальзывания величина скорости центра масс связана с 
величиной угловой скорости соотношением RVC 


. 

Выразим величину угловой скорости в момент прекращения проскальзывания   с ве-
личиной начальной угловой скорости 0 , для этого время проскальзывания из уравнения 
(8) подставим в равенство (7), получим следующее выражение 

3
3 0

0





 















R

g
Rg 



.     (9) 

Для вычисления работы силы трения используем теорему об изменении кинетической 
энергии. Учтем при этом, что сила тяжести и сила реакции работы не совершают, т.к. 
направления этих сил перпендикулярны перемещению цилиндра. 

Запишем выражение для работы силы трения 

222

2
0

22  








 



 zzC

тр
JJVmA ,    (10) 

где 






 



22

22 zC JVm
, 

2

2
0zJ

 конечное и начальное значения кинетической энергии 

соответственно. 
Выразим величину скорости центра масс диска в момент прекращения проскальзыва-

ния через угловую скорость, учтем при этом соотношение (10), получим окончательное 
равенство для работы силы трения 

 
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2
2

32
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
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Варианты заданий для практических занятий 
Вариант 1 

 Задача №1. Определить момент инерции тонкого однородного 
стержня длиной см30  и массой г100  относительно оси, перпендикулярной 
стержню и проходящей через: 1) его конец; 2) его середину; 3) точку, от-
стоящую от конца стержня на 3

1  его длины.  
 Задача №2. Однородный диск радиуса R  имеет круглый 

вырез (см. рис.). Масса оставшейся (заштрихованной) части диска 
равна m . Найти момент инерции такого диска относительно оси, 
перпендикулярной к плоскости диска и проходящей: а) через точ-
ку О; б) через его центр масс.  
 Задача №3. Однородный диск радиусом смR 10  
может свободно вращаться вокруг горизонтальной оси, 
перпендикулярной плоскости диска и проходящей через 
точку О на нём. Диск отклонили на угол   и отпустили. 
Определить для начального момента времени угловое   и 
тангенциальное a  ускорения точки С, находящейся на 

диске. Вычисления выполнить для следующего случая: 2
Ra  , Rb  , 

6
  . 

 Задача №4. Два тела массами кгm 25,01   и кгm 15,02   связаны 
тонкой нитью, переброшенной через блок. Блок укреплён 
на краю горизонтального стола, по поверхности которого 
скользит тело массой 1m . С каким ускорением a  движут-
ся тела, и каковы силы 1T  и 2T  натяжения нити по обе сто-
роны от блока? Коэффициент трения   тела о поверх-
ность стола равен 0,2. Масса m  блока равна 0,1 кг и её 
можно считать равномерно распределённой по ободу. Массой нити и трени-
ем в подшипниках оси блока пренебречь.  

 Задача №5. Система состоит из двух одинаковых однородных 
цилиндров (см. рис.), на которые симметрично намотаны две легкие 
нити. Найти ускорение оси нижнего цилиндра в процессе движения. 
Трения в оси верхнего цилиндра нет.  

 Задача №6. Платформа в виде диска радиусом равным мR 1  вра-
щается по инерции с частотой 1

1 6  минn . На краю платформы стоит чело-
век, масса которого кгm 80 . С какой частотой будет вращаться платформа, 
если человек перейдет в ее центр? Момент инерции платформы равен 

2120 мкгJ  . Момент инерции человека рассчитать как для материальной 
точки. 
 Задача №7. Сплошной цилиндр массой m=4 кг катится без скольже-

R

gm


O

C

B

a

b

1m

2m
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ния по горизонтальной поверхности. Линейная скорость  оси цилиндра равна 
1 м/с. Определить полную кинетическую энергию цилиндра. 

 Задача №8. Найти линейные скорости движения центров тяжести 1) 
шара, 2) диска, скатывающихся без скольжения с наклонной плоскости. Вы-
сота наклонной плоскости равна 0,5 м, начальная скорость всех тел равна ну-
лю. Сравнить найденные скорости со скоростью тела, соскальзывающего с 
этой наклонной плоскости при отсутствии трения. 

 Задача №9. Маховое колесо, имеющее момент инерции равный 245 
кг·м2, вращается, делая 20 об/сек. После того как на колесо перестал действо-
вать вращающий момент сил, оно остановилось, сделав 1000 об. Найти: 1) 
момент сил трения, 2) время, прошедшее от момента прекращения действия 
вращающего момента сил до полной остановки колеса 

 Задача №10. Карандаш длиной 15 см, поставленный вертикально, па-
дает на стол. Какую угловую и линейную скорости будет иметь в конце па-
дения: 1) середина карандаша? 2) верхний его конец? Считать, что трение на-
столько велико, что нижний конец карандаша не проскальзывает. 

 Задача №11. Однородный диск радиуса R  раскрутили до угловой 
скорости 0  и осторожно положили на горизонтальную поверхность. Сколь-
ко времени диск будет вращаться на поверхности, если коэффициент трения 
равен  ? 

 Задача №12. Однородный шар массы 4,0 кг движется поступательно по 
поверхности стола под действием постоянной силы, приложенной, 
как показано на рис, где угол 030 '. Коэффициент трения между 
шаром и столом равен 0,20. Найти сиу и ускорение шара. 

 Задача №13. Момент импульса частиц относительно некоторой точки 
О меняется со временем по закону 2tbaL 


, где a  и b


– постоянные век-

торы, причем a  перпендикулярен b


. Найти относительно точки О момент 
M


 силы, действующей на частицу, когда угол между векторами M


 и L


 
окажется равен 045 . 

 Задача №15. Два горизонтальных диска свободно вращаются вокруг 
вертикальной оси в противоположном направлении, проходящей через их цен-
тры. Моменты инерции дисков относительно этой оси равны 1I  и 2I , а угловые 
скорости –– 1  и 2 . После падения верхнего диска на нижний оба диска благо-
даря трению между ними начали через некоторое время вращаться как единое 
целое. Найти: а) установившуюся угловую скорость вращения дисков; б) рабо-
ту, которую совершили при этом силы трения. 

 Задача №16. Сплошной однородный цилиндр радиуса R  катится по го-
ризонтальной плоскости, которая переходит в наклонную плоскость, состав-
ляющую угол   с горизонтом (под уклон). Найти максимальное значение ско-
рости 0V  цилиндра, при котором он перейдет на наклонную плоскость еще без 
скачка. Считать, что скольжения нет.  
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Вариант 2 
 Задача №1. Определить момент инерции тонкого однородного 
стержня длиной равной см60  и массой равной г100  относительно оси, пер-
пендикулярной ему и проходящей через точку стержня, удаленную на рас-
стоянии смa 20  от одного из его концов.  

 Задача №2. Вычислить момент инерции: а) медного однородного 
диска относительно оси симметрии, перпендикулярной к плоскости диска, 
если его толщина ммb 12  и радиус ммR 100 ; б) однородного сплошно-
го конуса относительно его оси симметрии, если масса конуса m  и радиус 
его основания R .  
 Задача №3. Тонкий однородный стержень длиной 

мL 1  может свободно вращаться вокруг горизонтальной оси, 
проходящей через точку О на стержне. Стержень отклонили от 
вертикали на угол   и отпустили. Определить для начального 
момента времени угловое   и тангенциальное a  ускорения 
точки С на стержне. Вычисления произвести для следующего 
случая: La  3

1 , Lb  , 3
  . 

 Задача №4. На барабан массой кгM 9  намотан шнур, к концу кото-
рого привязан груз массой кгm 2 . Найти ускорение груза. Барабан считать 
однородным цилиндром. Трением пренебречь.  

 Задача №5. В системе, показанной на рис., однородно-
му диску сообщили угловую скорость вокруг горизонтальной 
оси О, а затем осторожно опустили на него конец А стержня 
АВ так, что он образовал угол 045  с вертикалью. Трение 
имеется только между диском и стержнем, его коэффициент 

13,0k . Пусть 1n  и 2n –числа оборотов диска до остановки при 
его вращении по часовой стрелке и против часовой стрелки – при одинаковой 

начальной скорости. Найти отношение 
2

1
n

n . 

 Задача №6. Платформа, имеющая форму диска, может вращаться 
около вертикальной оси. На краю платформы стоит человек массы 

кгm 601  . На какой угол повернется платформа, если человек пойдет вдоль 
края платформы и, обойдя его, вернется в исходную точку на платформе? 
Масса кгm 1202  . Момент инерции человека рассчитать как для материаль-
ной точки.   
 Задача №7. Обруч и сплошной цилиндр, имеющие одинаковую массу 
2 кг, катятся без скольжения с одинаковой скоростью 5 м/с. Определить ки-
нетические энергии этих тел. 

 Задача №8. Тонкий прямой стержень длиной 1 м прикреплен к гори-
зонтальной оси, проходящей через его конец. Стержень отклонили на угол 

gm


O ba
C


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600 от положения равновесия и отпустили. Определить линейную скорость 
нижнего конца в момент прохождения через положение равновесия. 

 Задача №9. Маховик вращается с постоянной скоростью, соответст-
вующей 10 об/с; его кинетическая энергия равна 8000 Дж. За сколько време-
ни вращающий момент сил, равный 50 Н·м, приложенный к этому маховику, 
увеличит угловую скорость маховика в два раза? 

 Задача №10. По ободу шкива, насаженного на общую ось с маховым 
колесом, намотана нить, к концу которой подвешен груз в 1 кг. На какое рас-
стояние должен опуститься груз, чтобы колесо со шкивом получило ско-
рость, соответствующую 60 об/мин? Момент инерции колеса со шкивом ра-
вен 0,42 кг·м2, радиус шкива равен 10 см. 

 Задача №11. Однородный цилиндр радиуса R  раскрутили 
вокруг его оси до угловой скорости 0 и поместили затем в угол 
(см. рис.). Коэффициент трения между стенками угла и цилин-
дром равен  . Сколько оборотов сделает цилиндр до остановки?  

 Задача №12. На горизонтальной шероховатой плоскости лежит ка-
тушка ниток массы m . Ее момент инерции относительно собственной оси 

2RmI   , где  – числовой коэффициент, R – внешний ра-
диус катушки. Радиус намотанного слоя ниток равен r . Ка-
тушку без скольжения начали тянуть за нить постоянной си-
лой F , направленной под углом   к горизонту (см. рис). Най-
ти: а) проекцию на ось ОХ ускорения оси катушки; б) работу 
силы F  за первые 2 секунды движения.  

 Задача №13. В точке, радиус вектор которой относительно начала 
координат О равен jbiar


 , приложена сила jBiAF


 , где a , b , 

A , B – постоянные, ji


, – орты осей ОХ и ОY. Найти момент M


 и плечо  си-
лы F


 относительно точки О. 
 Задача №14. Два горизонтальных диска свободно вращаются вокруг 

вертикальной оси в одном направлении, проходящей через их центры. Мо-
менты инерции дисков относительно этой оси равны 1I  и 2I , а угловые ско-
рости –– 1  и 2 . После падения верхнего диска на нижний оба диска благо-
даря трению между ними начали через некоторое время вращаться как еди-
ное целое. Найти: а) установившуюся угловую скорость вращения дисков; б) 
работу, которую совершили при этом силы трения. 

 Задача №15. Сплошному однородному цилиндру массы m  и радиуса 
R  сообщили вращение вокруг его оси с угловой скоростью 0 , затем его по-
ложили боковой поверхностью на горизонтальную плоскость и предоставили 
самому себе. Коэффициент трения между цилиндром и плоскостью равен  . 
Найти: а) время, в течение которого движение цилиндра будет происходить 
со скольжением; б) полную работу силы трения скольжения.  
 


